第 一 章 ”线性 空间 与 内 积 空 间 


集合 论 是 现代 数学 的 一 个 重要 基础 . 在 集合 中 赋予 不 同 的 结 
构 , 如 代数 ,度量 , 范 数 、 内 积 . 测 度 等 结构 ,可 以 构成 不 同 的 抽象 空 
间 - 本 章 前 两 节 简 要 介绍 集合 与 映射 .线性 空间 与 线性 算 子 的 基本 
概念 和 性 质 ,规范 本 书 中 采用 的 有 关 术 语 和 记号 . 在 后 两 节 中 ,将 
研究 内 积 空间 及 内 积 空 间 中 的 正 交 系 . 


8 1. 1 集合 与 映射 


关于 集合 与 映射 的 基本 概念 和 性 质 概括 叙述 于 本 节 中 ,本 书 
中 采用 的 有 关 集 合 与 映射 的 术语 和 记号 在 这 时 作 一 个 明确 的 交 
待 ,以 后 引用 时 不 再 一 一 说 明 . 

一 、 集 合 及 其 运算 

集合 (或 称 为 集 ) 是 数学 中 一 个 最 基本 的 概念 ,也 是 人 们 能够 
直观 理解 扒 一 个 概念 .如同 几何 中 的 “点 ”与 “直线 ”的 概念 一 样 ,很 
难 给 “集合 "下 -一 个 严格 的 定义 .所 谓 集 合 ,就 是 指 具 有 确定 的 或 适 
“ 合 一 定 条 件 的 事物 的 全 体 .组 成 集合 的 这 些 * 事 物 ” 称 为 集 人 台 的 元 
素 , 癌 4 是 集合 ,zr 是 4 的 元 素 , 则 记 为 zxE4; 若 了 不 是 4 的 元 
素 , 则 沁 为 x 区 4. 

集合 常用 大 写字 母 表 示 , 集 合 的 元 素 常 用 小 写字 母 表示 . 通 
常 , 表 示 集 合 的 方法 采用 列举 法 和 描述 法 . 

如 果 集 合 4 的 所 有 元 素 都 能 列举 出 来 , 则 可 把 它们 写 在 大 括 
号 里 表示 该 集合 4. 例如 由 元 素 a,5,c 所 组 成 的 集合 记 为 

{fabsc}, 
应 该 注意 ,a 与 {fe} 是 不 同 的 . s 表示 一 个 元 素 ; 而 {a} 表示 仅 
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含有 一 个 元 素 4 的 集合 , 称 之 为 单元 索 集 . 
如 果 集 合 4 是 由 满足 某 种 条 件 或 性 质 az) 的 元 素 = 的 全 体 
所 组 成 , 则 可 记 妥 为 
{zip lr)}, 
例如 ,方程 ?一 1] = 二 0 的 实数 解 的 全 体 组 成 的 集合 可 记 为 
{x|z:—1=0). 
显然 ,这 个 集合 也 可 以 用 列举 法 表示 为 {一 1,1}. 
只 含有 限 个 元 素 的 集合 称 为 有 限 集 . 不 含 任何 元 素 的 集合 称 
为 宰 集 , 空 集 常 记 为 必 . 既 非 空 集 又 非 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 . 
设 妈 和 B8 是 两 个 集合 ,车 对 于 每 一 个 7E A 必 有 xzEB, 则 称 
丰 是 B 的 子 集 , 记 为 ACB( 或 B 必 4A), 也 称 A 含 于 B( 或 B 包含 
甩 ), 若 4CB 且 BCA, 即 4 与 B 中 的 元 素 完全 相同 , 则 称 A4 和 B 
相等 , 记 为 4=B. 若 妃 和 B 不 相等 , 则 记 为 4 关 B. 阁 4CB 且 A 
关 B, 则 称 4 是 8 的 真子 集 , 记 为 4 乒 , 读 作 4 真 包含 于 8. 
对 于 任意 的 集 和 ,规定 BCCA. 
常用 集合 记号 如 下 : 
入 表示 全 体 自 然 数 组 成 的 集合 , 即 
N= {1,2,3,.}; 
Z 表示 全 休整 数组 成 的 集合 , 即 
2= {2,—~1,0,1,2,.}; 
民 te 为 数 直 线 )， 
慨 ”表示 全 体育 理 数 组 成 的 集合 
C 表示 全 栖 复数 组 成 的 集合 . 
定义 1.1 设 妆 和 如是 两 个 集合 . 
(1) 由 集 4 大 的 矶 条 组 成 的 傈 多 与 B 的 交 , 记 
为 4 门 B, 即 ， 
ANB=!{ (zjzeEa 且 x€B}. 
(2) 由 集 4 与 集 召 的 所 有 元 素 组 成 的 集 称 为 4 与 8 的 并 , 记 
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为 4 岂 巨 , 即 
AUB={z|lrEA 或 zE€B). 
(3) 由 属于 和 集 4 而 不 展 于 集 8 的 元 素 组 成 的 集 称 为 4 与 B8 
的 差 , 记 为 A\8, 即 
A\B= {xz|zE€E 有 A 有 8 zB}. 
(4) 若 BCA4, 则 差 集 4\B 称 为 8B 关于 4 的 余 集 或 补 集 , 当 
所 讨论 的 集合 此 为 某 一 个 固定 集 XX( 称 之 为 基本 和 集 ) 的 子 集 时 ,XX 
的 子 集 8 关于 耻 的 余 集 称 为 8 的 余 集 , 记 为 号 , 邯 
Be=X\B. 
两 个 集 的 交 与 并 的 定义 可 以 推广 到 更 一 般 的 情况 . 
设 口 是 一 个 非 空 集 , 当 a 遍 取 集 号 时 ,{4。1a€ 了 D) 是 所 有 以 
集 4。 为 元 素 的 集合 , 称 之 为 以 为 指标 集 的 集 族 . 这 一 集 族 的 交 
0 4. 与 并 U 4. 定义 为 ; 
人 4。= {x| 对 于 每 一 个 a€ DD 沸 有 xz 4,)， 
以 4 ={z| 存在 a€ DD, 合 得 z€ A。}. 


当 了 = 杂 时 ,人 14, 入 ,4. 可 分 别 记 为 六 4, 和 沁 4 

例 1.1 数 直线 丸 于 的 闭 区 闻 [o,1] 表 示 所 有 满足 0<z 扫 1 
的 实数 的 全 体 ,因此 

[0,1]={r|z€E R,0RrEI). 

土 趟 右 端 也 可 记 为 {x 中 10 所 7z 志 1). 当 视 加 为 基本 和 集 时 ,还 
可 简 记 为 1ziDs<Sz<1)}. 

例 1.2 设 @! 为 全 体 正 有 理 数组 戌 的 集 ,由 于 每 -- 个 正 有 理 
数 都 可 以 表示 为 所 的 形式 (其 中 ,4EAN), 对 于 每 一 个 gE 林 , 令 


则 有 有 @Q' 一口 Au 


例 1.3 设 EE 是 数 直 线 吕 中 所 有 开 区 间 的 全 体 组 成 的 集 , 则 
EFE={(a8) |ab ER,a<b}. 
五 的 元 素 (a,8) 是 开 区 间 . 

从 上 面 的 定义 ,容易 得 到 下 面 各 条 性 质 . 

(1) 对 于 任何 集 4,B,C, 下 列 性 质 成 立 ; 

宕 等 性 4U4=4,4 门 4 一 4 

传递 性 若 4CB 昌 BBC, 则 4CC. 

《2) 设 X 是 基本 集 , 对 于 任何 集 4, 屯 , 则 有 

A\B=ANMB:; 

AUA=X, ANA‘= 2 ; 
X=Y, C=X, 

(A = A; 

若 ACB, 风 ADB°; 

若 A 站 B= 名 , 则 ACB° 日 了 CA45. 

定理 1.1 设 {4.lze€ED} 是 一 个 集 族 ,4,B8,C 是 任意 的 集 , 则 
下 列 运 算 性 质 成 立 ， 

(1) 交换 律 4 门 B=B 门 4, 4UB=BUA4 

(2) 结合 律 (4N 门 BNC=2N (BNC)， 

AUB)UC=AU (BUCO); 

《3) 分 配 律 (NAVUA= NN (AYU 4), 

(UAINA= UANA). 

证 明 ”只 证 (3) 的 第 二 式 ,其余 的 证 明 方法 类 似 . 

对 于 任意 xz€E 《UAJ)N4, 则 zxE 日 4. 且 xzE 4. 于 是 存在 
a€D 便 xzEA 有 日 7+EH, 从 而 rE A 门 和 A, 吏 TE YUAN 4). 这 表 
明 包 含 关系 (CA) 站 4CU (C4. 门 4) 成 立 . 

男 一 方面 ,对 于 任意 TE UCAN A 存在 aE DD, 使 得 


zE4o 站 4, 从 而 zE4e 且 zE4, 故 zE(U4o 站 4 这 表明 包含 
关系 由 (4. 间 4)CK U4) 几 4 成 立 . 

综 上 所 述 ,等 式 (U 4.) 门 4 二 (4. 门 4) 得 证 . 

定理 1.2 设 X 是 基本 集 ,{4.laE DD} 是 一 集 族 , 则 下 列 运 算 
满足 对 个 原理 ， 

(WA = Qa 
(QA = Ha 
上 面 二 式 称 为 de Morgan 公式 . 

证 明 ” 先 证 第 一 式 . 对 于 每 一 个 xX€ 《4.5, 即 z 芒 也 4., 则 
对 于 每 一 个 a€E D 篆 有 z 委 4, 从 而 IEA 帮工 € MA. 于 是 
Ch 

男 一 方面 ,对 于 每 一 个 x€ 用 45, 则 对 于 每 一 个 ace 万 和 有 
E 45, 从 而 工 各 4, 故 工具 UA., 则 工 EE (CUA... 于 是 站 AC 
(CU 4. 第 一 式 得 证 . 

对 第 一 式 两 端 取 余 集 得 到 

WA= (UY A)")'= (N42) 

由 于 上 式 对 任意 的 集 族 {4,1aE DD} 成 立 , 闭 把 4 换 为 45, 则 
第 二 式 得 证 . 

一 般 来 讲 , 对 于 任意 的 集 瑟 及 集 族 {A.|z€ D)}) ,de Mire 公 
式 有 下 列 形式 

E\ UA 一 个 (ENM4。)， 
E\ NA, = U(E\A4.), 
具体 证 明 留 给 读者 自 己 去 完成 

下 面 介绍 集合 的 直 积 的 概念 . 
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表示 一 个 有 次 序 的 元 素 对 ,简称 为 序 对 . 序 对 (e ,5 的 次 序 规定 为 ， 
先 4 中 的 元 素 a;, 后 召 中 的 元 素 忆 (ai ) 瑞 ) 二 (as,5s) 是 指 a1 一 as 且 
所 二 by. 所 有 由 4 中 的 元 素 2 及 吾 中 的 元 素 少 构成 的 序 对 (ay 六 的 
全 体 组 成 的 集合 记 为 4XB, 即 
AXB={(a.b) laE ALEB). 

AXB 称 为 4 与 B 的 直 积 ( 或 称 为 Descartes 弛 积 ). 

当 妇 和 B 中 有 一 个 为 空 集 时 ,规定 AX B= 儿 . 

类 似 地 , 若 41 ,4;,…,4,(n 之 2) 是 个 集合 , 则 它们 的 直 积 


41X AsX…XA,( 或 记 为 X44) 定 义 为 
AX As XXA,={(a, ya la€E Aist—=l,* ,nn}, 

即 所 有 有 次 序 的 元 素 组 (a,,… ,a,) 的 全 体 组 成 的 集合 . 其 中 每 一 
个 A1G 二 1,…,n) 称 为 此 直 积 的 坐标 集 . 

例如 ,两 个 效 直 线 民 的 直 积 就 是 实 平面 R?, 即 有 R: 一 中 X 民 . "是 
x 个 数 直 线 及 的 直 积 .同样 ,C* 是 个 的 直 积 . 

二 .映射 及 其 性 质 

在 微 积分 中 我 们 熟悉 的 函数 实质 上 是 实数 集 及 的 子 集 4 到 尺 
的 一 种 对 应 关系 , 这 里 ,更 为 一 般 地 给 出 两 个 集合 的 映射 的 概念 ， 
它 是 两 个 集合 之 间 的 一 种 对 应 关系 . 

定义 1.3 设 4 和 B 是 两 个 非 空 集 , 若 存 在 一 个 对 应 规律 f， 
使 得 对 于 每 一 个 rE€ 4 有 了 唯一 的 yE B 与 之 对 应 , 则 f 称 为 4 到 
8 的 映射 (也 称 为 算 子 或 变换 ) , 记 为 

f: A—B, 
或 者 
f:rtry (xE A). 

y 称 为 x 在 映射 下 的 象 , 记 为 y 二 f(x) 或 y= 二 fz. 集 4 称 为 映射 
和 的 定义 域 , 记 为 多 (了 ). 梨 
fA)={f (zr) |zE A) 
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称 为 映射 的 值 域 , 记 为 殉 ( 廊 . 

若 4:C4, 记 

/AD={ f(r) rEA), 
则 ACAi) 称 为 4 在 矣 射 拓 下 的 象 : 放 B81CB, 记 
AFB)={rEAIfr)IEB,}, 
则 广 '(ai) 称 为 B1 在 映射 下 的 递 象 (或 原 象 ). 对 于 yE B, 单 元 
素 集 {y) 在 映射 下 的 逆 象 f-1({y)) 简 记 为 f(y), 即 
A (WW={rEAIf(zr)=y)}. 

六 '(y) 也 称 为 y 在 映射 下 的 逆 象 . 

值得 注意 , 广 :(y) 是 4 中 的 集合 ,可 能 不 只 包含 一 个 元 素 ,但 
是 广 :(y) 中 每 一 个 元 素 的 象 都 是 y. 还 应 指出 , 广 !(?7) 与 1(B1) 
一 样 都 应 看 作为 一 个 整体 记号 ， 

特别 地 ,对 于 上 映射: 4 一 B, 当 B 为 数 集 ( 例 如 BCR 或 BC 
C) 时 ,映射 了 通常 称 为 泛 函 ; 当 4 与 召 皆 为 数 集 时 ,三 就 是 通常 所 
说 的 函数 . 
定义 1.4 设 映射 了 : A 一 B. 
(1) 若 家 ( 门 一 如 , 则 了 了 称 为 满 射 ,或 者 称 为 4 到 瑟 上 的 映 
射 . 

(2) 车 对 于 每 一 个 y€ 如 (了 ) ,存在 唯一 的 x€ 4 使 得 f(x) 二 
3( 等 价 地 说 ,对 于 A 中 任意 的 元 素 证 1 和 2 , 若 TI 就 有 f(x1) 
天 (rz)) ; 则 f 称 为 单 射 ,或 称 为 A 到 B 的 一 一 映射 ， 
” (3) 车 既是 满 射 又 是 单身 , 则 称 为 双 射 ,或 称 为 4 到 B 
上 的 一 一 映射 . 

(4) 当 了 了 是 单 射 时 ,对 于 每 一 个 yE ( 六 ,由 关系 式 f(z) 一 
3 可 确定 一 个 唯一 的 zE 4 与 之 对 应 ,于 是 得 到 了 一 个 腕 (有) 到 4 
的 映射 , 记 为 

f° 1: RO ->A. 

f-!' 称 为 六 的 逆 映 射 . 当 /是 双 射 时 ,f 的 道 映射 为 


F': B—A. 
定义 1.5 对 于 映射 /: 4 一 B 和 映射 g:B 一 C, 对 每 一 个 
ZzE 有 4A4 有 f(r)EB, 则 
xre(f(r)) (rEA) 
是 一 个 4 到 C 的 映射 , 记 为 g*f: AC, 称 g*f 为 与 g 的 复合 
映射 . 
下 面 给 出 两 个 特殊 的 映射 . 
例 1.4 车 映射 f: A 一 B 定义 为 ,对 于 每 一 个 +E 4 乡 有 
f(z)= yo 
(其 中 y,€ 8B8), 则 了 称 为 常 值 映 射 ,这 时 旨 () 二 {yo0). 
例 1.5 设 4 为 非 空 集合 .定义 映射 I: A 一 4 使 得 对 每 一 个 
工 全身 | 
1(X)=x， 
则 映射 7 称 为 4 上 的 恒 等 映射 .显然 , 恒 等 映 射 是 双 射 . 
定理 1.3 对 于 上 映射: 4 一 B 和 映射 g : BC, 下 列 结论 成 
立 - 
(1) 对 于 任意 的 ECA 和 CB, 有 
ECF (FOE)), 
ffF-IUFIYICF, 
, FFOYO=CF I FDS. 
当 了 是 满 射 时 ,fC(f-1(F))== 下 ; 当 了 是 单 射 时 ,1(f(E))=E. 
(2) 对 于 A.CA(aED) 及 BCBla€E DD), 有 
fCUY AY= UY f(A), 
fF(NAIC Nf A), 
TY B= YB), 
广 :Cn B= Nf 1B). 
当 了 是 单 射 时 ,A 站 4 二 fC4.). 
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《3) 若是 双 射 , 则 了 1 : B 一 4A 也 是 双 颖 .1 和 六 和 了 
分 别 是 4 和 B 上 的 恒 等 映 射 ， 
(4) 车 .fg 是 满 射 , 则 gf 也 是 满 射 . 人行 /,g 是 单 射 , 则 gg */ 
也 是 单 射 . 车 /,g 是 双 射 , 则 g -也 是 双 射 . 
此 定理 的 证 明 不 难 由 有 关 定 义 喜 接 推 出 ,下 而 举例 说 明定 理 
中 的 三 处 包含 关系 可 以 是 真 包含 关系 . 
例 1.6 设 A={1,2,3},B 二 {a,b,c). 定 义 f: A 一 B 使 和 
f(1)=a, 
£(2)=6, 
f£(3)=6. 
记 EE={2},F= {6,c), 则 
ES1{2,3}=f 1(f(E)), 
ff FN) ={8}FF. 
记 4 二 {1,2},4;=={1,3}; 则 
FOAMNAs)S= {fa}F{a,b)}= fA NA,). 
三 、 可 数 集 - 
在 集合 的 分 类 方法 中 ,如 下 定义 具有 重要 的 意义 . 
定义 1.6 设 A4 和 BB 是 两 个 集合 , 若 存 在 一 个 双 射 f: 4 一 
召 , 则 称 4 与 召 是 对 等 的 , 记 为 4~8. 若 4 与 召 是 对 等 的 , 则 称 4 
与 BB 有 相同 的 基数 (或 势 )， 
| 关于 集合 之 间 的 对 等 关系 具有 如 下 明显 的 | 性 质 ， 
(1) 自 反 性 4 一 4， 
(2) 对 称 性 ”车 4~8 则 B~4， 
(3) 传递 性 车 A4~B 且 B~C 则 A~C， | 
值得 注意 ,4 一 互 与 4 一 二 具有 不 同 的 含义 . 换 铅 话说 ,对 等 
的 两 个 集合 不 一 定 是 相等 的 . 对 于 有 限 集 4 种 B 而 言 ,4~B 等 
价 于 它们 的 元 素 的 个 数 是 相同 的 .因此 ,任意 两 个 元 素 个 数 诅 同 的 
有 限 集 有 相同 的 基数 . 可 以 规定 :含有 个 元 来 的 有 限 集 的 基数 为 
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n; 空 集 的 基数 为 0. 位 是 ,对 填 有 限 集 的 按 元 素 个 数 的 分 类 方法 不 
能 照搬 到 无 限 集 中 去 ; 对 十 无限 集 而 言 ,定义 1, 6 提供 了 一 种 有 效 
的 分 类 方法 . 匹 限 集中 一 种 常用 的 集合 可 作 如 下 定义 . 

定义 1.7 凡 与 自然 数 集 好 对 等 的 集 称 为 可 数 集 或 可 列 集 . 
不 是 可 数 集 的 无 限 集 称 为 不 可 数 集 . 有 限 集 和 可 数 集 统 称 为 至 多 
可 数 集 . 

例 1.7 正 奇数 的 全 体 组 成 的 集 寻 , , 正 偶 数 的 全 体 组 成 的 集 
2Y; ,整数 的 全 和 体 组 成 的 集 2 都 是 可 数 集 ,因为 这 些 集 都 与 对 等 . 
例如 ,定义 映射 使 得 fn) 二 2n(xEN), 则 了 是 N 到 NN, 的 双 射 . 

若 4 是 可 数 集 , 即 4~ 对 , 则 存在 双 射 /: 对 一 A. 对 每 一 个 坟 
EN, 记 a 一/(n)€ A, 因 了 是 双 射 , 歼 有 A 中 所 有 的 元 素 可 以 用 自 
然 数 编号 ,或 者 说 4 中 的 元 素 可 以 排列 成 无 穷 序列 的 形式 , 即 

人 44 一 {aiyaz ya 《1.1) 
反之 ,车 一 个 集合 4 中 的 元 素 可 以 排列 成 无 穷 序 序列 (1.1) 的 形式 ， 
则 映射 

finbya, (nnEN) 
是 NN 到 4 的 双 射 , 故 好 ~4, 即 4 是 可 数 集 . 

因此 ,4 是 可 数 集 的 充分 必要 条 件 是 4 的 元 素 可 以 排列 成 无 
穷 序 列 (1. 1) 的 形式 . 

可 数 集 是 一 类 无 限 集 ,然而 不 是 可 数 集 的 元 限 集 是 很 多 的 . 例 
如 数 直 线 丸 以 及 尺 上 的 区 间 都 是 不 可 数 的 元 限 集 .下面 主要 研究 
可 数 集 及 其 性 质 . 

定理 1. 4 下 列 各 结论 成 立 ， 

(1) 可 数 集 的 子 集 是 至 多 可 数 集 ; 

(2) 有 限 或 可 数 多 个 可 数 集 的 并 是 可 数 集 ; 

《3》 有限 个 可 数 集 的 直 积 是 可 数 集 . 

证 明 (1) 设 4 为 可 数 集 , 则 4 中 的 元 素 可 以 排列 成 无 穷 序 
列 


GE 


{ai yazyyany ee)}- (1. 2) 

设 BB 是 4 的 子 集 ( 不 妨 设 B 了 名 ) ,在 (1.2) 中 按 排列 次 序 把 
属于 互 的 元 款 逐 -挑选 出 来 , 记 第 天 次 挑选 出 来 的 元 素 为 a,. 若 
B 不 是 有 限 集 , 则 B 中 的 元 素 可 排列 成 

ET 

因而 B 是 可 数 集 . 

《2) 只 要 证 明 可 数 多 个 可 数 集 的 并 是 可 数 集 . 设 有 可 数 多 个 
可 数 集 4,.(n 二 1,2,…). 将 每 一 个 可 数 集 4, 的 元 素 排列 如 下 .: 


Ai: a 7a Qa Ya 


#¥ A 4 
人 :asl， das G23 Har” 
+7 4 
As: das ds ds ds" 
x 


和 


CTELLETIITLIIITELIIETTILLETTIOLLEITLE 


按 上 面 箭头 指向 的 顺序 排列 得 到 
{Qi sa rd G2 7903 

从 中 删 去 重复 的 元 素 . 这 样 , U 4, 中 的 元 素 可 以 排 成 一 个 无 穷 序 
列 , 故 它 是 可 数 集 . 

(3) 证 明 留 给 读者 . 

例 1.8 全 体 有 理 数 组 成 的 集合 咏 是 可 数 集 . 

证 明 设 Q' 和 Q 分 别 表示 全 体 正 有 理 数 和 全 体 负 有 理 数组 
成 的 集 , 则 

Q=Q+U{0UQ . 
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由 例 1. 2 知 ， 
仍 ， 一 U 4,, 其 中 4 .一 


根据 定理 1. 4(2) ,总 + 是 可 数 集 . 易 知 您 一 入 - ,故人 是 可 数 集 . 再 
应 用 定理 1. 4(2》, 则 念 是 可 数 集 得 证 . 

四 、 实 数 集 的 确 界 

在 本 段 中 ,首先 介绍 实数 集合 的 上 确 界 和 下 确 界 的 概念 ,然后 
给 出 确 界 存在 原理 . 此 原理 可 以 看 作为 实数 的 完备 性 公理 体系 的 
一 部 分 . 

本 段 中 所 涉及 到 的 集合 皆 为 数 直 线 民 的 子 集 . 

设 到 是 及 中 的 非 空 集合 , a 和 5 是 两 个 实数 ,车 对 于 每 一 个 
XEE 篆 有 zx<b, 则 65 称 为 的 上 界 ; 车 对 于 每 一 个 xzEE 蕴 有 a 
<zr, 则 a 称 为 已 的 下 界 . 

显然 , 若 五 有 一 个 上 界 , 则 五 的 上 界 不 是 唯一 的 ,因为 任何 
大 于 加 的 数 都 是 扎 的 上 看 .同样 , 若 志 有 一 个 下 界 , 则 瑟 的 下 界 也 
不 是 唯一 的 . 对 于 实数 集 五 而 言 , 是 否 存在 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ? 
这 是 更 为 关注 的 问题 . 下面 对 于 一 般 实 数 集 的 最 小 上 界 和 最 大 下 
界 给 予 一 个 确切 的 定义 - 

定义 1.8 设 EE 是 丸 中 的 非 空 集合 . 

《1) 老 存 在 一 个 实数 w 满足 下 列 两 个 条 件 ， 

(a) 对 于 每 一 个 zEE 和 皆 有 xz 所 pj， 

(86) 对 于 任意 的 e 半 0, 存在 roE 五 使 得 m>p 一 s 
则 关 称 为 至 的 上 确 界 , 记 为 

Ap 一 Sup 瑟 ,或 wp 一 sup { 工 | 工 和 五 }， 

(2) 若 存在 一 个 实数 "满足 下 列 两 个 条 件 ， 

《a) 对 于 每 一 个 二 E 瑟 此 有 工艺 ww， 

《6) 对 于 任意 的 e>0, 存 在 zo EE 使 得 ro<crvy 十 e， 

则 v 称 为 E 的 下 确 界 , 记 为 
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SO TE 5 1 11 ， esyrrranrraeoore -vv 一 -一 一 -- 


v=—infE ,或 v=inf{r|zEE}. 

由 此 定义 , 当 g 是 的 上 确 界 时 ,yy 满足 的 第 一 个 条 件 意味 着 
4 是 五 的 一 个 上 界 ,而 第 二 个 条 件 表 明 凡 小 于 w 的 任何 数 都 不 是 
E 的 上 界 . 因此 ,“p 是 五 的 上 确 界 ”就 是 “wm 是 五 的 最 小 上 界 ” 之 
意 . 

同样 ,> 是 五 的 下 确 界 ?就 是 “是 五 的 最 大 下 界 ” 之 意 . 

注意 ,并 非 所 有 的 集合 都 存在 上 确 兴 和 下 确 界 . 比如 ,自然 数 
集 丸 的 上 确 界 不 存在 . 那么 ,满足 什么 条 件 的 集合 存在 上 确 界 和 
下 确 界 呢 ? 下 面 的 确 异 存在 原理 回答 了 这 个 问题 . 由 于 实数 的 完备 
性 理论 包含 了 阁 干 互相 等 价 的 结论 ,只 要 把 其 中 任意 一 个 结论 作 : 
为 公理 (或 原理 ), 据 此 可 以 推出 其 它 的 结论 .因此 ,这 些 互相 等 价 
的 结论 组 成 了 实数 完备 性 公理 体系 . 由 于 这 个 原因 ,可 以 把 确 界 存 
在 原理 作为 一 个 公理 来 看 ,当然 从 直观 上 也 很 容易 理解 它 的 合理 
性 ， . 

确 界 存在 原理 ”任何 非 空 有 上 界 的 实数 集 必 有 上 确 界 ;任何 
非 空 有 下 界 的 实数 集 必 有 下 确 界 . 

应 用 确 界 存在 原理 可 以 证 明 下 商 的 单调 有 界 准则 . 

定理 1.5 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 

证 明 设 {z*} 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 . 由 确 界 存在 原理 ， 
{xz,} 有 上 确 界 yx, 即 

A=sup{z,|n€EN). 

现在 证 明 ,p 就 是 数列 {zx,} 的 极限 , 即 xr, 一 jz. 

过 实 上 ,对 任意 e>>0, 由 上 确 界 的 定义 ,存在 zw€ {x,) 使 得 

AH 一 E<CrN<S HL。 
申 于 {z*} 是 单调 增加 的 ,因此 当 *>N 时 ,有 
AECLZNSETEp 

从 而 |x 一 g1<e. 这 就 证 明了 zp 

同样 可 以 证 明 单 调 减少 有 下 界 的 数列 的 极限 存在 ,并 且 其 极 
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限 就 是 此 数列 的 下 确 界 . 
$1.2 线性 空间 


厂子 线性 结构 且 满 足 适 当 条 件 的 集合 构成 为 线性 空间 . 在 线 
性 代数 中 , 品 " 和 2" 是 已 为 大 家 熟知 的 线性 空间 的 具体 人 重子. 本 节 
主要 介绍 线性 空间 以 及 线性 空间 上 的 线性 算 子 的 基本 概念 和 性 
质 . 

一 .线性 空间 的 定义 和 例子 

本 书 中 也 用 RR 表示 实数 域 ,C 表示 复数 域 . 为 了 叙述 方便 ,用 . 
医 表 示 实 数 域 丸 或 者 复数 域 C. 

定义 1.9 设 X 是 一 个 非 空 集合 . 若 在 次 中 任意 二 元 素 之 间 
可 以 定义 加 法 运算 “十 ”, 在 下 中 的 数 与 X 中 的 元 素 之 间 可 以 定义 
数 乘 运算 *。”, 并 且 满 足下 述 条 件 ， 

加 法 运算 “十 ”( 即 对 任意 z,yE 和 ,rz 十 yEX) 对 任意 zyyyzE 
驻 , 满 足 

《1) Xx 二 y= 二 y 十 工 ; 

C2) Cz+y) tz=x+ Cy+2); 

(3) 存在 0EX, 使 得 对 一 切 二 EX 有 > 十 0= 工 (此 元 素 0 称 为 
XX 的 零 元 素 ); 

C4) 对 任意 zE 瑟 ,存在 上 的 加 法 逆 元 素 , 记 为 一 z, 使 得 z 十 
【一 工 ) 一 0. 

数 莱 运算 和“. ”( 即 对 任意 a€E 屁 以 及 任意 xEX, 有 a* rEX 
《将 a， 简 记 为 wz)) 对 任意 z,yEXya,8E 寂 满足 

(5) 并 一 工 ; 

(6) ax(Cpzr) 一 (apB) 工 

(7) cz 十 y) 一 Ga 工 十 Gy; 

(8) (ae 十 B)z 一 az 十 Bz. 
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则 式 称 为 数 域外 上 的 线性 空间 ,或 称 为 向 量 空 间 . 当 友 是 实数 域 
及 时 ,X 称 为 实 线性 空间 ; 当 医 是 复数 域 C 时 ,XX 称 为 复线 性 空间 . 

线性 空间 X 中 的 元 素 有 时 称 为 点 或 称 为 向 量 .XX 上 的 加 法 运 
算 和 数 乘 运算 统称 为 线性 运算 ， 

例 1.9 在 集合 如 上 定义 加 法 运算 和 数 乘 运算 ,使 得 对 任意 
并 一 (全 一人 和 (这 里 (和 人)7 表 示 行 向 
基 ( 8) 的 转 置 , 它 是 一 个 列 向 量 ) ,以 及 任意 wE 灭 ， 

工 十 y= 二 《$1 十 加 ,二 十 训 )7， 
az= (oi, ab, ). 
容易 验证 ,R" 是 实 线性 空间 . 

例 1.10 在 集合 CC 上 ,对 任意 工 一 (后 ET 一 (及 
1)"EC" 及 axEC, 定 义 加 法 运算 和 数 乘 运算 如 同上 例 . 容易 验证 ， 
C” 是 复线 性 空间 . 

例 1. 11 CEa , 引 表 示 闭 区 间 [a, 引 上 实 值 ( 或 复 值 ) 连 续 函 数 
的 全 体 组 成 的 集合 . 按照 通常 的 函数 的 加 法 和 数 乘 定义 其 上 的 线 
性 运算 , 即 对 任意 x,yECLa,6j] 及 任意 EE 及 (或 0)， 

(ZY =ICU Hy), 
(Car) (2) =axt(t), (t€E [Labl). 
容易 验证 ,CLa;,bj 是 线性 空间 . 

例 1.12 C"*" 表 示 nXn 复方 阵 的 全 体 组 成 的 集合 . 按照 通常 

的 方 阵 加 法 和 数 乘 定义 其 上 的 线性 运算 , 即 对 任意 


A ”CQln bu or bn 
A= ; : ， B= : : EC"*" 
#1 pi Gdnn nl ei bn 


到 a€tC, 
al 十 2 oath, 


nb ts Qnn 十 Por 
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2.4 一 | ; : | 
Ga Ca 
容易 验证 ,2"“" 是 线性 空间 . 

同样 ,nxn 实 方 阵 的 全 体 组 成 的 集合 受 ”" 在 实数 域 及 上 按 如 
同上 面 定 义 的 线性 运算 成 为 线性 空间 . 

例 1,13 1 (1<p<o0) 表 示 满 足 

1s 1 < 十 oo 

的 实数 (或 复数 ) 列 (6 ,和 2) 的 全 体 组 成 的 集合 . 对 任意 z 一 (后 ， 
Er) 二 aE 站 (或 CC) ,定义 加 法 运算 和 数 乘 运 
算 为 


Z 十 yy 一 (名 十 帮 ， 人 十 7 9)， 
az 一 (ae aft, ,"). 
为 了 证 明 z 十 yEz, 需 要 引用 如 下 两 个 重要 的 不 等 式 ( 详 细 证 明 
可 参见 文献 [1],[2], 或 [4]). 
引 理 1.1 对 于 任意 之 一 (后 6) 后: 一 (7 生产 


(这 里 p>1,g>1 且 满 足 志 十 二 1) ,下 面 的 Holder 不 等 式 


Sen! < < (Sen )* 

成 立 . 并 且 册 此 可 知 jen. 

引 理 1, 2 对 于 任意 z= 二 (6,&,,… Dy = (Wp ED (IEP 
<o0),Minkowski 不 等 式 

(De tr) (De) + (Dr)? 

成 立 . 

应 用 Minkowski 不 等 式 , 容 易 验证 是 线性 空间 . 

二 、 线 性 空间 的 子 空间 

定义 1.10 设 义 是 线性 空间 ,名 了 关 YCX. 若 对 于 任意 zx,y€ 
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zyEY, ar€EY, 
风 Y 称 为 线性 空间 X 的 线性 子 空间 ,简称 为 X 的 子 空间 . 
易 知 ,线性 空间 X 的 线性 子 空间 Y 在 环 的 线性 运算 下 也 是 
一 个 线性 空间 . 
显然 ,线性 空间 x 是 它 自己 的 子 空间 ; 仅 含 零 元 素 的 单元 索 
集 {0} 也 是 X 的 子 空间 . 这 两 个 子 空间 称 为 和 的 平凡 的 子 空间 . 除 
上 述 两 个 平凡 的 子 空间 之 外 的 子 空间 称 为 X 的 真子 空间 . 容易 证 
明 , 线 性 空间 XX 的 任意 多 个 子 空间 的 交 也 是 义 的 子 空间 . 但 是 ,一 
般 来 说 , 苹 的 两 个 子 空间 的 并 可 能 不 是 的 子 空间 . 
例 1.14 在 线性 空间 R’ 中 ,通过 零点 (0,0,0) 的 平面 是 RR 的 
子 空间 . 
线性 空间 义 的 元 素 zi ,zyzs 的 一 个 线性 组 合 是 指 这 样 一 
个 表达 式 


YY 和 aE 亚 ,有 


i hi 
其 中 ERK(Gi=1,2,"* ,1). 

定义 1.11 设 总 是 线性 空间 ,局 夭 MCSX. 记 

spanM= {az Tar, [rEM, mE KR,I=1," nnEN}, 

即 spanM 是 由 MM 中 任意 有 限 个 元 素 的 线性 组 合 的 全 体 组 成 的 集 
合 - 易 知 ,spanM 是 义 的 一 个 子 空间 . spanMM 称 为 M 张 成 的 “或 称 
为 M 生成 的 ) 子 空间 . , 

可 以 证 明 ,spanM 是 线性 空间 久 中 包含 对 的 最 小 子 空 间 , 换 
句 话 说 ， 

spanM 二 站 {Y|Y 是 XX 的 子 空间 且 MCY}. 

通常 ,将 包含 MM 的 所 及 的 子 空间 的 交 称 为 M 的 线性 包 . 因此 ， 
spanMM 是 M 的 线性 包 ， 

.定义 1.12 设 Mi 和 MM 是 线性 空间 XX 的 两 个 子 空间 . 

(1) 记 | | 
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ad 十 Ma 一 ey 
显然 ,Mi 十 MM 是 区 的 子 空间 . Mi 十 Mi 称 为 Mi 与 M; 的 和 . 
(2) 车 对 于 每 一 个 7€ Mi 十 Ms 存在 唯一 的 TE M) 和 ze 
MM, 使 得 IT 二 Zz! 十 Zz ; 则 X 的 子 空间 Mi 与 M， 的 和 称 为 直 和 ; 记 为 
MO M,. 
特别 地 , 当 关 =MDM; 时 ,Ml 与 Mi 互 称 为 补 子 空间 . 
容易 证 明 ,和 的 子 空间 Mi 与 M; 的 和 是 直 和 的 充分 必要 条 件 


是 MM Ms={0}. 
三 、 线 性 空间 的 基 与 维 数 
设 革 是 线性 空间 ,MM= {x1，… ,x,} CX, 若 关系 式 
az 十 oz 十 十 ai 一 0 (1. 3) 


(其 中 EKG 一 1,2,… 2)) 仅 当 m 一 aa 一 … 一 风 一 0 时 才 成 立 , 则 
集 M 称 为 是 线性 无 关 的 . 若 M 不 是 线性 无 关 的 , 则 集 M 称 为 是 
四 的 ， 当 M 线性 相关 时 , 必 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 a ,a,， 

"wa 使 得 关系 式 (1. 3) 成 立 , 或 者 说 ,M 中 必 有 一 不 元 素 可 以 表 
示 为 其 它 元 素 的 线性 组 合 . 因为 这 一 组 不 全 为 零 的 数 中 ,不 妨 设 a 
冯 0, 由 关系 式 (1. 3) 可 解 出 


即 z; 可 以 表示 为 z;，,… ,z, 的 线性 组 合 . 

一 般 来 说 , 设 M 是 线性 空间 和 的 非 空子 集 ( 不 一 定 是 有 限 
集 ). 车 M 的 每 一 个 有 限 子 集 都 是 线性 无 关 的 , 则 集 M 称 为 是 线 
性 无 关 的 . 若 M 不 是 线性 无 关 的 , 则 集 M 称 为 是 线性 相关 的 . 

定义 1.13 设 久 是 线性 空间 .车 存 在 一 个 正 整数 ,满足 

(1) XX 包含 一 个 由 个 元 素 组 成 的 线性 无 关 集 ， 

(2) 任何 多 于 或 等 于 ”十 1 个 元 素 组 成 的 集 都 是 线性 相关 的 ， 
则 此 正 整 数 ” 称 为 天 的 维 数 , 记 为 dim 和 一 z=. 

当天 = {0} 时 , 记 dimX 一 0, 若 X 的 维 数 为 正 整 数 ” 或 0 时 ， 
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则 蔗 称 为 是 有 限 维 的 . 车 及 不 是 有 限 维 的 , 则 X 称 为 是 无 限 维 
的 ,这 时 记 为 dimX 一 co. ， 
定义 1.14 设立 是 线性 空间 ,BCX. 若 集 吾 是 线性 无 关 的 
且 span 百 一 X, 即 对 于 任意 zz 各 买 , 存 在 ziyro 人 有 网 及 加 an 
区 ,使 得 | 
. 并 一 on 十 … 十 our， (1. 4) 
则 B 称 为 的 一 个 基 , 或 称 为 Hamel 基 . 
显然 , 当 瑟 是 和 的 基 时 ,对 于 任意 非 零 元 素 zxEX, 必 存在 唯 
一 的 zzsE 吾 以 及 不 全 为 零 的 数 上 由 :om 使得 (1. 4) 成 立 ， 
线性 空间 的 基 可 能 包含 有 限 多 个 元 素 也 可 能 包含 无 限 多 
个 元 素 . 当 dim 蕊 =z 时 ,由 定义 知 ,XX 的 任何 一 个 基 包 含有 个 元 
素 , 并 且 由 个 元 素 组 成 的 线性 无 关 集 都 是 外 的 基 . 
应 该 指出 ,每 一 个 线性 空间 都 存在 基 . (具体 证 明 咯 . ) 
线性 空间 C[a.5],2*(1 志 p 过 oo) 都 是 无 限 维 空间 的 例子 .下 
面 是 关于 有 限 维 空间 的 例子 ,其 结论 是 明显 的 ， 
例 1.15 * R" 和 都 是 维 线性 空间 . 下列 元 素 
el 一 (1,0,0，…,0)7， 
ez 一 (0 1 ;0,… ,0)7， 
《1.5) 
e. 一 (0,0,0，… ,1)7 
组 成 线性 无 关 集 , 故 是 一 个 基 . 
例 1.16 P,[0,1] 表 示 闭 区 间 [0,1] 上 次 数 小 于 或 等 于 的 
多 项 式 的 全 体 组 成 的 集 . 它 是 线性 空间 C[0,1] 的 子 空间 . P.[0,11 
是 = 士 1 维 空间 . 取 xz;EP[0,1](i 一 0,1,…,n) 满 足 
EPE 好 和 [0,1])， 
刚 集 {zo,zru…, zs) 是 忆 [0,1] 的 基 . 
例 1.17 如 2 和 2 都 是 到 维 线性 空间 . 用 4 表示 第 i 行 第 
了 列 元 素 为 1 其余 元 素 全 为 零 的 nXn 方 阵 , 则 
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{AlisI=1,2," 7) 
是 如 “和 司 "的 基 . 
”四 .线性 算 子 
定义 1.15 设 久 和 YY 是 在 间 一 数 域 尺 上 的 两 个 线性 空间 (总 
二 龙 或 二 ),T' 是 XX 到 Y 的 映射 . 若 对 于 尾 意 xz,yE 关 和 aE 必 
各 
T(z 十 人 一 Tr 十 Ty， 
Tlar}=aTr, 
则 工 称 为 线性 空间 关 到 线性 空间 Y 的 线性 算 子 , 或 称 为 线性 变 
换 .特别 地 , 当 了 := 基 时 ,7 称 为 线性 泛 函 . 
显然 ,了 : X-*Y 是 线性 算 子 当 且 仅 当 对 任意 xyyE 交 以 及 oa， 
PEKK 有 
: 1'(ar+pBy)=aTr+pbTy. 
. 例 1.18 定义 积分 算 子 工 : C8o0,1]->C[L0,1], 使 对 任意 .cE 
C[0,1]， 


(Tj [zwar, 
a 


则 了 是 线性 算 子 . 

例 1. 19 有 限 维 线性 空间 到 有 限 维 线性 空间 的 线性 算 子 . 

设 针 种 Y 是 间 一 数 域 妨 上 的 线性 空间 ,dim 和 三 ”dimy 王 着- 
设 瓦 一 (eyes} 是 夺 的 基 , 召 一 (六 ,bo} 是 了 的 基 , 且 扣 和 呈 
中 的 元 素 保持 固定 的 次 序 ， 

车 TT: 多-*Y 是 任意 一 个 线性 算 子 ,对 于 每 一 个 x€E 六, 在 基 
巨 下 工 可 表示 为 

I 二 &iel 十 …… 十 Gen， 

则 = 的 象 为 . 


4 一 了 一 了 Sa) 一 Te 《1.6) 


k=1 由 二 
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订 见 线性 算 子 工 完 余 由 Tei,…,7e, 唯一 确定 . 设 v 及 每 -个 Te 
在 大 如 下 分 别 表示 为 


把 十 面 .二 趟 代入 (1. 的 并 ， 得 到 
> 7 0 一 y= Zr Eh 一 - 2 ib; = 六 人 i asx] b,. 
因为 {i,… ,Dn } 线 性 无 关 ， 所 以 等 式 两 端 各 个 的; 未 数 相等 ， 妈 


= ink, CF = 1 Cy 


这 表明 ,在 时 了 下 ,= 一 如 6 的 条 ?27 加 员 出 
7 1 


7) 式 确定 . 
把 (1.7) 式 写成 矩阵 运算 的 形式 


《1.8) 


六 CLE 2 
. a 
中 站 
本 站 
a 
3 3 
| 
5————— 
Lr 
! 


记 


Ti ti 
A= : : 过: [Js 
mE eT tmn 


则 w 维 线 性 空间 X 到 m 维 线性 空间 Y 的 线性 算 于 7T' 对 应 于 一 个 
《关于 革 和 的 选 定 的 枯 的 ) 和 撼 阵 4. 4 的 第 7 列 止 是 Te 在 基 
{1B;,…… ,B83,} 下 的 坐标 ， 
肥 过 来 ,每 一 个 行列 矩阵 有 4 二 [jx 可 决定 -… 个 卫 到 YY 
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的 线性 算 子 工 ,使 得 对 每 一 个 z= > &ies EX, 由 (1.8)( 或 (1.7)) 
得 到 办 ,… ,7 从 而 得 到 < 的 象 
y= Tz Dn,. 


0 X=Y=0 时 , 设 {e， 遇 ,ex} 是 吕 " 的 基 , 则 每 a eg Hj” 的 
线性 脆 痰 了 (在 线性 代数 中 , 常 称 线性 算 子 为 线性 变换 ) 与 一 个 ”= 


xn 方 阵 4 一 [oj 是 一 一 对 应 的 , 即 对 任意 = 了 Sie， 


一 Tr 一 > 1.9) 
或 者 写成 矩阵 运算 的 形式 
: ee 1 上 
| 攻关 区 (1. 10) 
| md hin wt al Ls 
五 .线性 算 子 的 零 空 间 


定义 1.16 设 和 和 7 是 线性 空间 ,T : X 一 Y 是 线性 算 子 . 记 
NTY= {rEXITr=0). 
-7) 称 为 算 子 了 的 零 空 间 ,或 称 为 算 子 了 的 核 . 
显然 ,T 的 零 空 间 .Y(T) 是 X 的 线性 子 空 间 . 
例 1.20 方 阵 4=[tajjE2“ 在 和 的 一 个 给 定 的 基 下 ,由 
例 1. 19 知 ,可 看 作为 一 个 Cr" 到 人 的 线性 算 子 , 即 任 一 元 素 zx 一 
(ti 的 象 


上 | 1 

4xz 一 | : : ||: 

a 

于 是 线性 算 子 4 的 零 空间 就 是 4z 一 0 的 解 集 
{EC|IAr=0), 


Eo 


它 是 C" 的 线性 子 空间 . 
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六 、 线 性 后 构 

定义 1.17 设 X 和 Y 是 辣 一 数 域 中 上 的 商 个 线性 空间 ， 
TT : X->7 是 一 个 映射 . 

(1) 若 人 是 双 射 ,又 是 线性 算 子 , 则 了 称 为 是 了 到 YY 上 的 线 
性 间 构 映射 ， 

(2) 者 存在 一 个 了 到 了 上 的 线性 同 构 映射 , 则 X 和 了 称 为 是 
线性 同 构 的 . 

定义 中 ,两 个 同 构 的 线性 空间 的 “ 辣 构 ”二 字 意 味 着 两 个 空间 
的 元 素 一 一 对 应 且 两 个 空间 的 代数 结构 ( 即 线 性 运算 ) 可 以 看 作为 
相同 的 . 

显然 ,每 一 个 n 维 实 ( 或 复 ) 的 线性 空间 都 和 R"( 或 0") 线 性 同 
构 . 例如 , 当 节 是 维 实 线性 空间 时 , 设 {fej,…,e,}) 是 玉 的 基 , 则 X 
中 的 每 一 个 元 素 z 在 此 基 下 有 唯一 的 表示 , 即 += 之 Geis 定义 
映射 了 : X 一 有 R&R 使 得 

Tz= (& ,6,), 

则 工 基 六 到 R" 上 的 线性 同 构 映射 . 

不 难 证 明 下 面 一 个 更 为 一 般 的 结论 . 

定理 1.6 在 同一 数 域 上 的 两 个 有 限 维 线性 空间 是 线性 同 构 
的 , 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 维 数 . 


31.3 内 积 空 间 


本 节 研 究 内 积 空间 及 其 性 质 , 包 括 由 内 积 导 出 的 元 素 的 范 数 
和 二 元 素 的 正 交 的 性 质 . 简单 地 讲 , 内 积 空间 是 一 个 赋予 内 积 结构 
的 线性 空间 . 
在 二 维 线性 空间 R? 中 ,每 一 个 点 工 ==(& ,6,) 对 应 于 一 个 以 原 
操 为 起 点 以 (各 ,名 ?为 终点 的 向 量 (6 ,6)7 ,因此 在 六 : 中 的 点 z+ 也 
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可 看 作为 向 量 z. R? 中 二 向量 了 一 (后 ,名 开 和 = 一 (PP) 的 点 积 
定义 为 

工 ， y= 二 全 了 十 S272， 
其 等 价 于 

zxz*y=|zx||iylcosa, 
这 里 {x1 和 |y| 分 别 表 示 向 量 x+ 和 3 的 长 度 ,a 表示 站 向 节 7+ 和 wy 
之 间 的 夹 角 . 应 用 点 积 的 定义 , 任 一 向 量 xz 的 长 度 |r| 可 以 表示 为 


ee Ey ge 
同时 ,任意 二 非 零 向 量 z 与 y 之 间 的 夹 胡 < 可 由 下 式 确 定 
TXT" YY 


“5 Ti 


因此 ,二 向 基 z 与 垂直 (或 称 为 正 交 ?的 充分 必要 条 件 是 点 积 
Tz，y 二 0. 并 向 量 的 点 积 也 称 为 二 疝 量 的 内 积 .定义 了 点 积 的 线性 
空间 有 &? 称 为 二 维 欧 氏 空间 . 它 可 作为 下 面 更 ~ 般 的 内 积 空间 的 具 
体 模型 

一 .内 积 空间 的 定义 及 内 积 的 性 质 

定义 1.18 设 关 是 数 域 屎 (KK 是 实数 域 丸 或 复数 域 C) 上 的 线 
性 空间 . 若 映射 4" : 久 XX 一 让 ( 即 任意 (7,y) EXXX 的 象 
zy) 和 吕 ) 对 于 任意 zyzE 和 以 及 a8E 权 满足 下 列 条 件 : 

《1) 对 第 一 变 元 的 线性 性 

《az 十 Byz) 一 aryz) 十 Byyz》， 

(2) 共 轿 对 称 性 (zx,y) 二 《yz)， 

(3) 正定 性 (zx;z) 之 0, 并 且 (x,7x) 二 0 当 且 仅 当 x=0， 

则 C,。) 称 为 下 上 的 内 积 ,( 革 ,《',*)) 称 为 内 积 窑 间 ,通常 简 记 为 
X. 对 于 之 ,yEX,《z，y) 称 为 z 与 yy 的 内 积 . 

当 改 为 复数 域 C 时 ,内 积 空间 X 称 为 复 内 积 空 间 . (为 了 使 所 
讨论 的 问题 具有 一 般 性 ,在 没有 事先 声明 的 情况 下 ,我 们 总 是 假定 
所 讨论 的 空间 是 复 内 积 空间 . ) 当 及 为 实数 域 姑 时 ,内 积 空间 X 称 

24 


为 实 内 租 堂 问 . 这 时 .上 述 定 义 中 的 条 件 (2) 变 为 人 zy 一 4y7》， 
邯 实 内 积 宏 间 中 内 积 具 有 对 称 性 ， 

出 内 积 的 定义 ,立即 可 得 到 下 面 的 性 质 . 

《1) 内 积 对 第 一个 变 元 是 共 罗 线性 的 , 即 对 任意 x,y,zE XX 
以 及 ,BE 人 .有 

(ryay 十 Brz) 一 5dTvy)》 十 厅 Czvy)。 

(2) 若 了 -0 或 y 一 0, 则 (zy 一 0. 

引 理 1.3 内 积 空间 XX 中 的 任意 二 元 素 x 和 vy 都 满足 下 面 的 
Schwarz 不 等 式 


[rsy) | Vr) Vv ysy (1.11) 
证 明 当 y=0 时， ns a 2 对 于 


0 雪人 7 一 Gy 一 yy》 
二 475Z)》 一 Ery)》 一 xy) 十 ayyyy》， 
ry EY) oy) — Ey, yy), 
只 要 令 5= 人 ss ,可 使 上 式 中 方 括号 内 的 表达 式 为 零 ,并 及 上 面 


的 不 等 式 化 为 


二 y+) [二 
0<、 TT ee yz， y= 二 《rx)— BR 
由 此 式 立 即 得 到 不 等 式 (1. 11). 证 毕 . 
定义 1.19 设 闵 是 内 积 空间 ,rEX. 记 


站 zl 三 《zyz)， 
1 zf 称 为 X 二 由 内 积 导 出 的 范 数 . 
易 知 ,X 上 由 内 积 导 出 的 范 数 , 对 于 任意 zy,yE 吕 及 ac 位, 满 
足以 下 条 件 ， 
(1) 用 他 人 衬 0, 且 人 儿 z 站 =0 当 县 仅 当 了 一 0， 
(2) larj=ilall zl, 


《3》 此 zx 十 yz 雪上 zz 十 |. 
下 面 仅 证 明 (3). 由 于 
| z+y!(? 一 《zz 十 十 y) 
一 《 工 : 工 ) 十 《 工 ,y)》 十 《7 雹 ?十 《yy) 
=(r,X)+2Reltr, y+ ys yy? 
式 中 Re(zyy) 表 示人 zy 的 实 部 . 由 Sehwarz 不 等 式 
RekzyxS1zsyy zl yl. 
因此 
ztyl :rll:+t2lzlllyl+ lyl: 
二 (| zx 十 上 yp1 > 
两 端 开 平方 ， 得 到 上 z 十 ?> 外 科 上 z 直 十 下 >. 
内 积 空间 X 中 向 量 x 的 范 数 和 工 | 在 直观 上 可 理解 为 向 量 z 
的 “度量 ” 例如 在 有 R? 中 ,两 个 向 量 z= 和 y 的 内 积 定义 为 此 二 向 量 
的 点 积 , 即 《x,y》= 二 zx，y. 因 此 RR: 上 由 内 积 导 出 的 范 数 ‖z |‖| 就 是 
向 量 zx 的 长 度 {z|， 
内 积 空间 上 由 内 积 导 出 的 范 数 具 有 如 下 性 质 . 
引 理 1.4 设 X 是 内 积 空间 .对 任意 z,yE€ 头 ,由 内 积 导 出 的 
范 数 满足 下 列 各 和 恒等式， 
(1)》 平行 四 边 形 公式 
| z 十 ?下 ?十 下 z 一 ?一 2 zl:+ | yl). (1.12) 
(2) 极 化 恒等式 , 即 当 X 是 实 内 积 空 间 时 
(zs)=F zty lo | zy) (1.13) 
当 义 是 复 内 积 空 间 时 “ 
(z= z+y| ?下 zy| +ilrtiy |? 
—i| ziy | ). (1.14) 
证 明 ”恒等式 (1. 12), (1.13),(1.14) 可 经 直接 计算 验证 . 久 
如 
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| 关 十 ?| 十 站 关 一 ?省 一 (十 y 开 十 yy》 十 《 工 一 了 并 一 了 


一 2 天 ?十 243 9 37 
=2(|z|?+ yl 2), 
从 图 1-1 中 可 以 看 出 ,恒等式 (1. 
SA 12) 是 平面 几何 中 “平行 四 边 形 四 条 边 长 
Wy 的 平方 和 等 于 两 条 对 角 线 的 平方 和 ?这 
一 平行 四 边 形 公式 在 内 积 空间 中 的 推 
0 广 ; 因 此 也 称 为 平行 四 边 形 公式 ， 
1-1 
二 ,内 积 空间 的 例子 


例 1.21 在 线性 空间 C 和 R* 上 ， 对 于 任意 = 一 《607 
7 二 OO) EO, 定义 
《zy) 二 在 了 及 十 十 入 《1. 15) 
则 不 难 验证 C" 按照 (1.15) 定 义 的 内 积 成 为 复 内 积 空 间 . 
对 于 任意 z= (和 Ty 二 人 TE RR", 十 义 
(区 ;97 二 合十 … 十 色 ,， (1.16) 
则 同样 可 验证 R" 按照 (1. 16) 定 义 的 内 积 成 为 实 内 积 空间 . 
由 (1.15) 或 (1.16) 定 义 的 内 积 可 导出 人 (或 R") 中 的 任 一 元 素 
工 的 范 数 为 


| zl = ve = (Dt) 
例 1. 22 在 线性 空间 1: 上 ， 对 于 任意 二 一 (Ea), y= (ps 
Wr) EB, 定义 | 


(zsy) = 51， (1.17) 


则 二 按 (1. 17) 定 义 的 内 积 成 为 内 积 空间 . 对 于 中 的 元 案由 内 
积 导 出 的 范 数 为 


lzl = (Bel)t. 


27 


例 1.23 在 线性 空间 Cia,5] 上 ,对 于 任意 x,y€CLlas6bj, 定 . 

Me [= yde, (1.18) 

则 Cfas8j 按 (1.18) 定 义 的 内 积 成 为 内 积 空 间 . 对 于 Cha.5] 中 的 
所 这 式 , 由 内 积 导 出 的 范 数 为 


1z1= {fiz lear), 


吕 


. 正 交 

与 熟知 的 欧 氏 空间 (如 梧 ) 一 样 , 可 以 在 一 般 的 内 积 空间 中 定 
义 两 个 元 素 正 交 的 概念 ,并 且 将 欧 氏 空间 中 关于 正 交 的 一 些 几 何 
特征 类 似 地 在 内 积 空 间 中 建立 . 

定义 1.20 设 久 是 内 积 空间 ,zx,yEX 及 A,BCX. 

(1) 若 (x,y) 二 0, 则 工 与 y 称 为 是 正 交 的 (或 直 交 的 ), 记 为 
|y. 

(2) 若 对 于 每 一 个 a€ A 和 每 一 个 bEB 都 有 a1b, 则 4 与 B 
称 为 是 正 交 的 (或 直 交 的 ), 记 为 41B. 特别 地 , {xr} 上 如 记 为 
rt.| 8B. 

(3) 令 

Al= (rEX|Iz} 4}, 
4+ 称 为 4 的 正 交 补 ( 或 直 交 补 ). 

由 定义 ,显然 零 元 素 与 X 中 任何 元 素 正 交 . 关于 止 交 , 常 用 到 
下 面 的 性 质 ， 

引 理 1.5 设 瑟 是 内 积 空间 ,z,yEX,ACX. 

(1 车 xz 上 yy 由 x 十 y == 上 zx 十 上 yy 上 六 多 股 定理 ). 

《2) 4 站 4~C10}), 即 4 介 4+ 至 多 包含 零 元 素 ; 若 0E A4( 例 如 
4 是 X 的 子 空间 ), 则 A 站 A+=1{0}. 

证 明 (1) 若 zLy 则 (zy 一 0, 从 而 (yzry==0. 于 :是 
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省 十 y 首 一 《人 z 十 yy 十 3) 
一 (人 zz) 十 zyy) 十 人 yy) 十 7937 
二 (757) 十 (yy 二 有 zr 上 十 yy 

(2) 若 zE4Pm4L, 则 二 上 Lzy 即 4zzy 一 0 故 工 一 0. 因 此 4 站 
4+Ctf0) 车 0E4( 当 4 是 飞 的 子 空间 时 , 必 有 0E4), 显 然 又 有 
0E A+, 故 AMA! 二 40). 

四 .内 积 空间 的 子 空间 与 向 构 

定义 1.21 设 (X,《*,*》) 是 内 积 空间 ,Y 是 尺 的 线性 子 空间 . 
对 于 任意 xz,yEY, 在 了 中 定义 x 与 y 的 内 积 为 x 与 y 作 为 下 中 
的 元 素 的 内 积 《r,y), 则 Y 本 身 成 为 一 个 内 积 空间 . 此 内 积 空 间 Y 
称 为 内 积 空间 丈 的 子 空间 . 

由 此 定义 ,内 积 空间 X 的 任意 一 个 线性 子 空间 ,按照 X 中 定 
义 的 内 积 , 哟 可 成 为 内 积 空间 和 的 子 空间 . 

两 个 内 积 空间 的 同 构 有 如 下 定义 ， 

定义 1.22 设 X 和 Y 是 两 个 在 同一 数 域 卫 上 的 内 积 空间 ， 
7 : X 一 了 是 一 个 映射 . 若是 双 射 且 对 于 任意 x,y€EXX 以 及 a， 
BE 总 满足 

(1) T 是 线性 算 子 , 即 人 (az 十 Bo 一 a7Tzr 十 BTT， 
(2) 7 保持 内 积 , 即 (4TzyTy》 一 (zy》， 
则 了 称 为 生 到 了 Y 上 的 同 构 映 射 

若 存 在 -- 个 六 到 YY 上 的 同 构 映射 , 则 羡 和 YY 称 为 是 同 构 的 . 

由 此 定义 ,两 个 同 构 的 内 积 空间 可 认为 具有 相同 的 线 福 结构 
和 内 积 . 因此 在 同 构 的 意义 下 ,可 以 把 两 个 同 构 的 内 积 空间 看 作 是 
同一 的 . 


$ 1.4 ”内 积 空间 中 的 正 交 系 、 


作为 内 积 空间 的 模型 ,考察 Ri. 取 玉 :中 的 元 素 e 一 (1,0,0)r， 
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es 一 (40,1;0)7es 一 (0,0, 1)7. 容易 看 出 , 集 {e1,e:,es) 中 的 元 素 是 西 
黄 正 交 的 ,每 个 +E RR 有 了 瞧 一 的 表示 式 


数组 (ai ,azyeay) 称 为 证 的 坐标 ,要 ; 的 每 一 :个 元 素 的 坐标 可 以 由 
”内 积 确 定 , 即 
ATIre;) 一 (之 Jaiervej)》 


3 
= 2 0 一 Ci (7 = 13243). 
+ 一 】 


由 此 ,很 自然 地 在 内 积 空间 中 给 出 如 下 的 定义 . 

定义 1.23 设 卫 是 内 积 空 间 ,0&MCX. 

(1) 车 M 中 的 元 素 是 两 两 正 交 的 , 则 M 称 为 下 中 的 一 个 正 
交 系 . 


(2) 若是 XX 中 的 于 交 系 并 且 对 中 每 一 个 元 素 的 范 数 都 是 
1, 即 
《TYyY)》 一 当下 到 ， 
当 工 一 yy 


则 M 称 为 天 中 的 一 个 标准 正 交 系 ( 或 规范 正 交 系 ). 

当 正 交 系 (标准 正 交 系 )M 是 可 数 集 时 ,有 时 M 也 称 为 正 交 
序列 (标准 正 交 序列 ). | 

”关于 内 积 空间 立 中 的 正 交 系 和 标准 正 交 系 具有 如 下 性 质 . 
(1) 若 {zx1,… ,之 ,} 是 天 中 的 正 交 系 ; 则 
| oe st i) We Me sian a 
于 实 上 ,由 于 当 i 时 《zz 一 0, 故 
| 7 上 一 《之 /mi 7) 一 Zo 


一 j=1 


= Dr) = Dl. 
;一 1 reel ， 
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《2) 发 中 任何 正 交 系 好 都 是 线性 无 大 的 . 
事实 上 ,到 任 意 有 限 集 :za ,x1C 忆 MM. 六 
前 证 二 辣 荆 全 
则 对 每 一 个 j=1,2,…,n 都 有 


0 一 (> era 一 Yakrvzh) 
一 of Sn 
而 儿 zi 天 0, 必 有 一 007==1)22) ,这 表明 (zz 是 线性 
无 关 的 .因此 MM 是 线性 无 关 的 . 
(3) 着 {e1s** :en 是 天 中 的 标准 正 交 系 ， 则 span {el sen) 中 
的 每 一 个 元 素 z+ 部 可 唯一 地 表示 为 
一 = Doz, €; 2;. 
事实 上 ,由 于 {6,…,e,) 是 线性 无 关 的 ,span fe,… we,) 中 的 每 
一 个 元 束 之 都 可 唯 -地 表示 为 . 
xz 一 > 
的 形式 , 故 对 每 一 个 j 二 1， 2 
ze)) Soe 
=—=a ee;? 一 Aa. 
(4) 对于 XX 中 任何 族 性 无 关 的 序列 1x;}; 可 以 应 用 Gram- 
Schmidt 标准 正 交 化 方法 得 到 一 个 标准 正 交 序列 {e,} ,使 得 对 每 一 
个 nEN 和 缘 有 


span{er,:,e,} 一 sbanfz sy ,Zz,}. (1. 19) 
2 
人 


让 2 可 以 表示 为 X21 (Xzse1)e1 十 va; 这 里 Uz Ts (Ta e170. 由 于 
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ote ETE rE BOA AMA DRS, eeth bpp eT a a a 


Tl1*T2 线性 无 关 , 则 z 天 0, 并 且 易 知人 va :el 一 0, 即 mxz el. 令 
zz 


“TT 


en 2 天 0， 并 且 z eryps 上 二 


e2， 令 
Vy 
0 el 
依 此 方法 继续 下 去 ,可 以 得 到 一 个 标准 正 交 序列 {6,} ; 


= Ta :其 中 己 ， = I; 一 Sa ?6))ej, 


显然 ,对 每 -一 个 2E 好, (1,19) 成 立 . 
例 1.24 在 内 积 空间 C" 和 R" 内 积 的 定义 见 例 1.21) 中 , {ei， 
i -个 标准 正 交 系 ,其 中 
el 一 (1,0,0，…,0)7， 
es = (0,1,0,.,0)7, 
es 一 (0,0:0，…，1)7. 
例 1.25 在 内 积 空间 上 (内 积 的 定义 见 例 1. 22) 中 , {el,es， 
“…} 是 一 个 标准 正 交 系 ,其 中 
el = (1,0,0,0,.), 
es 一 (0,1,0,0，)， 
es =(0,0;1;0,.")) 
例 1.26 在 实 线性 空间 CL0,2xj 中 ,对 于 任意 两 个 元 素 xyy 
ECL0,2zj, 定 义 


(zyy)》 一 二 | zcoyGDdz， 
则 C[0,2zj 成 为 实 内 积 空间 . 令 
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.a 


wo 一 1 

He 

Pt) = cosnt ( EE NH), 
v(t) = sinnt (2 € N), 


易 验 证 {a rH rl U2 Un sn Un } 是 一 个 标准 止 奖 系 . 
习 题 一 


1 证 明教 直线 上 的 开 区 间 ( 一 2 2) 和 闭 区 间 [ 一 2,2] 可 分 别 表 示 为 
(— 2,2) = 局 [一 2 十 二 ,2 - 一 ]， 


1 1 
[一 北 ;2] = (~ Oe in 十 


2. 对 于 映射 三: 4-* 卫 , 太 任 意 的 后 C4,FCB, 证明 
ECFf UfE)D), 
flf FICE, 
FF) = (fF)), 
3. 对 于 映射 /: A-*B, 及 任意 的 4,4:*C4, 证 明 
fA NA) TS FAD NN FA;). 
4. 证 明 Rn 中 的 有 理 点 的 全 体 组 成 一 个 可 数 集 . 
5. 证 明 所 有 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 的 全 体 组 成 -个 可 数 集 . 
6. 证 明 线性 空间 的 任意 多 个 子 空间 的 交 仍然 是 的 子 空间 .但 是 X 的 两 
个 子 空间 的 并 不 一 定 是 六 的 子 空间 ; 试 举例 说 明 ， 
7. 设 M 是 线性 空间 万 的 子 集 . 证 明 spaniM 是 包含 M 的 最 小 子 空间 ， 
8. 在 线性 空间 员 : 上 定义 线性 算 子 人 ， 下- 型 ,使 得 对 任意 -5 ,6 和 
有 RI 
Tx 一 (与 ,6 — & — €)7, 
求 了 的 值 域 受 (T), 零 空间 .- 了 (了) 以 及 TT 对 应 的 矩阵 . 
9. 设 是 实 内 积 空间 ,对 任意 x,y€ 外 ,验证 极 化 恒等式 


(zyo? 一 工 《 El 


成 立 ， 
10. 对 于 任意 r= 二 (Sb) y= 二 (91; 了 1"…*)E, 定 义 
《yy》 一 人 16 庆 ， 
1 
验证 按 此 定义 的 4 是 芋 上 的 内 积 , 从 而 疡 成 为 内 积 空间 ， 
11. 设 zx 和 是 内 积 空间 和 中 的 二 元 素 , 若 对 于 每 一 个 zE 和 和 蕴 有 
(Tu) — (TI,V), 
证 明 # 一 vw. 特别 地 ,车 对 于 每 一 个 zx€EX 并 有 (zx;w) 二 0, 则 x 一 0. 
12. 设 4 和 如 是 内 积 空间 和 X 的 子 集 , 证 明 ， 
《1) 车 4CB,; 则 B11CAt; 
(2) ACCAL)+. 
，13. 证 明 :任何 维 实 内 积 空间 都 与 站 同 构 ; 任 何 # 维 复 内 积 空间 都 与 C" 同 
构 . 


34 


第 二 章 “矩阵 的 相似 标准 形 


矩阵 的 相似 标准 形 有 着 广泛 的 应 用 . 在 线性 代数 中 ,已 讨论 了 
可 对 角 化 方 阵 的 相似 标准 形 一 一 对 角形 矩阵 . 但 并 不 是 所 有 方 阵 
都 可 对 角 化 ,本 章 将 从 任意 方 阵 的 特征 矩阵 入 手 ,介绍 矩阵 相似 的 
判别 法 和 两 种 常用 的 相似 标准 形 ,并 进一步 讨论 方 阵 可 对 角 化 的 
条 件 . 最 后 给 出 一 类 特殊 抢 阵 的 对 角 化 方法 ， 


8 2.1 特征 矩阵 及 其 Smith 标准 形 


一 \ 方 阵 的 特征 矩阵 

设 4=[oiEC AGEC. 含 参数 1 的 ” 阶 方 阵 

4 一 Cl 一 Qtz 一 am 

4 一 421 A—az zn 

~、 一 Cal dn2 | Ss A— damn 

称 为 阶 方 阵 4 的 特征 矩阵 . 其 行列 式 

一 4 as a 
oY CO 2 
一 Cni A 人 六 一 Qnr 


二 六 十 a 十 十 aiX 十 下 十 a 
其 中 避 二 一 《Can 十 agz 十 十 Qaww) 二 一 tr 及， 2, 二 (一 1)"detA,a,; 是 
(一 1): 与 4 的 所 有 : 阶 主 子 式 之 和 的 乘积 . 这 个 最 高 次 项 系数 为 1 
(简称 为 首 1 的 = 次 多 项 式 称 为 4 的 特征 多 项 式 . 的 零点 称 
为 4 的 特征 值 , /4 的 大 重 零 点 就 叫 微 4 的 大 重 特 征 值 . 4 的 全 
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部 特征 值 的 集合 (4) 称 为 4 的 谱 . 设 4 是 4 的 -- 个 特征 值 ,若非 
零 向 量 x<E 人 CT 满足 
Ar 一 4r， 
则 称 x 是 4 的 对 应 于 4 的 特征 向 最 ,有 时 简称 为 4 的 特征 向 量 . 
关于 特征 什 和 特征 向 量 有 下 述 结论 ; 
《1) AEC"*"* 有 zx 个 特征 值 入 EC,i= 二 1,2,…,n,《% 重 特征 值 
以 个 计 ). 注意 ,即使 4 是 实 算 阵 , 其 特征 值 也 可 能 是 复数 . 


(2) AEC~ 的 个 特征 什 之 和 等 于 4 的 迹 , 即 > 一 trdi 


而 TI = detA. 


G3) 4 的 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 其 是 线性 无 关 的 . 
(4) 若 1 是 4 的 特征 值 , 则 妇 是 4"(mE 人 ) 的 特征 值 ; 又 若 z 
是 4 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 , 则 也 是 A”" 的 对 应 于 如 的 特征 向 
量 . . 
(5) 若 人 4 可 过 ,% 是 4 的 特征 值 , 则 元 是 4 的 特征 值 . 
4 的 特征 矩阵 2*E 一 4 的 元 素 是 1 的 一 次 函数 或 常数 . 一 般 . 
地 ,以 函数 为 元 素 的 矩阵 叫做 函数 矩阵 . 特别 地 ,以 关于 4 的 多 项 
式 为 元 素 的 矩阵 叫做 条 项 式 上 矩阵 或 1- 抢 阵 , 通 常 记 为 4(1) ,BOX)， 
… 等 等 . 今后 用 RR[4j""* 和 CL[4j*" 分 别 表示 全 体 mw Xn 阶 的 元 素 
是 实 系数 和 复 系数 多 项 式 的 矩阵 的 集合 , 当 不 必 区 分 是 实 的 或 复 
的 多 项 式 扯 阵 时 ,也 可 以 记 为 祭 [A”*". 相应 地 ,以 常数 为 元 素 的 
矩阵 叫做 数字 矩阵 或 常数 短 阵 ,当然 它 也 可 视 为 特殊 的 多 项 式 矩 
阵 . 多 项 式 矩 阵 的 行列 式 、 子 式 、 伴 随 逢 阵 、 分 块 等 概念 以 及 加 法 、 
数 乘 , 胰 法 及 其 运算 法 则 ,都 与 数字 矩阵 相同 ,不 再 柳 述 . 多 项 式 和 矩 
阵 也 有 秩 、 可 北 、 初 等 变换 等 概念 ,但 与 数字 和 矩 阵 不 尽 相同 
定义 2.1 设 有 ACQDE 中 [4]”***, 若 4 (24) 中 有 一 个 
(rmin {m,n)) 阶 子 式 是 非 零 多 项 式 ( 即 不 避 为 淮 ), 而 一 切 
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r 十 1 阶 子 式 (如 果 有 的 话 )? 都 是 零 多 项 式 ( 即 0) ,出 称 4(4) 的 秩 为 
r, 记 为 rank4(0D 一 r, 规 定 零 矩 阵 的 秩 为 零 , 即 rankD=-0. 

由 定义 2. 1 知 4ECrx" 的 特征 扼 阵 EE 一 4 的 秩 为 对 

定义 22 车 4)EKK[aJ*** 有 日 detA (和 ) 不 忆 为 零 , 基 
rarkA()==n，, 则 称 404) 是 满 秩 的 或 非 奇 异 的 . | 

由 定义 2.2 知 任意 方 阵 的 特征 矩阵 都 是 满 秩 的 ， 

定义 2.3 设 ACODEKRR[AJYX*, 若 存在 8CA)E 臣 [Aj"", 使 得 

AWBV=BNAWN =E, 

则 称 4 是 可 首 的 或 单 模 态 的 ,BC() 称 为 4C) 的 逆 矩 阵 . 可 逆 的 
.多 工 式 皇 阵 的 逆 矩 阵 是 唯一 的 .401) 的 赣 矩 阵 记 为 4-0). 

应 当 注 意 ,对 于 多 项 式 拖 阵 来 说 , 非 奇 异 与 可 道 并 不 等 价 , 而 
是 有 下 述 关系 . 

定理 2.1 (1) 若 4CDE 各 Fa] 可 道 , 则 4C) 非 奇异 ;反之 
不 误 

(2) 40DEEN[4Y%" 可 逆 的 充分 必要 委 件 是 deLA《) 等 于 非 
堆 的 常数 。， 

证 明 (1) 若 404) 可 道 , 则 

AAA 二， 

于 是 有 

det ACA) 。det4 (A) == detC A A = detk = 1, 
所 以 det4() 是 非 零 的 常数 ， Sw eh i 


反之 不 真 ,例如 (0 一 | | ,detA(2A)== 太 是 非 零 多 项 式 ， 


a 位 不 是 可 道 的 . 
(2) 必 槛 性 马 在 (1) 中 主 明 了 , 现 证 充分 性 , 设 det4( 难 一 < 尖 
0,4(i 的 伴随 年 阵 为 adji4C , 则 
A TadjA 2) a TadiAd) A 
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故 4( 可 道 且 4-:CA) 一 一 adjaCD， 证 毕 . 
二 .特征 抵 阵 的 Smith 标准 形 
同和 研究 数字 和 矩阵-- 样 “初等 变换 ?也 是 研究 多 项 式 官 阵 的 有 
效 方 法 ， | 
对 多 项 式 答 阵 404) 施 行 的 下 述 变 换 称 为 初等 行 ( 或 列 ) 变 换 . 
(1) 互 换 4() 的 第 77 两 行 (或 第 i 两 列 ), 记 为 


400 并 BO) (或 4 二 BD). 


(2) 4A(X) 的 第 i 行 (或 第 i 列 ) 乘 以 非 零 常数 4a, 记 为 


A BN 三 A 809) 
(3) 4(1) 的 第 了 行 (或 第 7 列 ) 乘 以 多 项 式 KH) 后 再 加 到 第 i 
行 ( 或 i 列 ) 上 去 , 记 为 
[i 二 j* gCA)] 
A) > A 本 A BA)), 
A BO) (或 4 下 Tmo7 8) 


同样 地 ,对 多 项 式 矩 阵 施 行 一 次 初等 行 (或 列 ) 变 换 , 相 当 于 左 
乘 (或 右 乘 ) 一 个 相应 的 初等 得 阵 . 因为 初等 第 阵 都 是 可 逆 的 ,因此 
施行 有 限 次 初等 行 ( 或 列 ) 变 换 的 结果 ,就 相当 于 左 乘 ( 或 右 乘 ) 一 
个 单 模 态 矩 阵 ， 
定义 2.4 设 有 A400， BCD EKLA™ ;车 4(A) 可 经 过 有 限 
次 初等 变换 化 为 号 (4), 即 存在 单 模 态 矩阵 已 (4)E 在 -4 和 
@GE 开 [使 得 
BO) = PYARQN, 
则 称 4(D 与 BC2) 等 价 , 记 为 4(1) 一 吾 (1)、 
同 数字 矩阵 一 样 ,可 以 证 明 ， 初等 变换 不 改变 多 项 式 撼 隆 的 
秩 , 故 有 
定理 2.2 车 A 二 B04), 则 rankACX)==rankB(X)， 
不 难 验 证 ,多 项 式 和 矩阵 的 等 价 关系 “二 ”具有 
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(1) 自 反 性 4(00 一 4(CUD); 

(2) 对 称 性 车 4D 二 BWV), 则 BOD 二 A4(X); 

(3) 传递 性 若 4(0D 一 BBC : 荐 4 一 CC)， 

一 般 地 , 凡 上 其 有 上 述 三 条 性 质 的 “关系 ”统称 为 等 价 关 系 . 例 

如 . 数 的 相等 关系 .三 角形 的 相似 关系 等 都 是 等 价 关 系 ， 
区 [Cj" 的 全 体 元 素 可 按 关系 “全 "分 成 若干 个 等 价 类 . 每 -一 
类 中 任意 两 个 多 项 式 和 矩阵 都 等 价 ,不 间 类 的 矩阵 不 等 价 . 彼此 等 价 
的 多 项 式 和 矩阵 有 许多 共同 的 性 质 ( 例 如 它们 的 秩 相 向 ), 轩 此 在 涉 
及 这 些 共 同性 项 时 ,只 需 了 就 该 等 价 类 中 形式 最 简单 的 代表 元 进行 
讨论 ,这 个 代表 汇通 常 称 为 标准 形 或 法 式 . 

定义 2.5 者 x 阶 对 角形 矩阵 

di(2) 
d,s(2) 
SC = 
| (AD 
中 ,每 一 个 不 为 营 的 4;C4) 都 是 首 1 多项式, 且 dW) [dC)D ,i 二 
1.2, 一 1; 则 称 S00) 是 一 个 Smith 标准 形 或 法 对 角形 . 

由 定义 可 知 , 车 SCV) 是 -个 Smith 标准 形 , 则 当心 CA) 一 1 且 
z>1 时 ,有 由 (一 如 (= 一刀 = 而 当中 (0 一 0 用 < 
时 ,有 dh) 一 … 一 局 (CA) 一 0. 

定理 2.3 任意 AVEK[AJ*" 都 与 一 个 Smith 标准 形 SG) . 
等 价 , 并 称 这 个 S (WD 为 4(X%) 的 Smith 标准 形 - 

证 明 车 40) 是 零 矩 阵 , 则 A() 本 身 就 是 -个 Smith 标准 
形 . 现 证 A() 是 非 零 什 阵 的 情况 . 

在 所 有 与 4() 等 价 的 多 项 式 年 阵 中 , 必 存 在 (1,1) 位 置 元 素 


中 记 寻 pl)1g() 表 示 多 项 式 p() 能 整除 多 项 式 g04) ,类 似 地 pi 人 O019( 科 表示 
(加 不 能 整除 ol0. 
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的 次 数 最 低 者 ,将 其 记 为 
CGO 一 [go EK[AD"”", 

即 GD 之 A(W) 且 对 任意 的 BCD)=[5(W)] 生 ACV), 昼 有 

deggi(A) < degb (CA) ( 当 如 1 关 0 时 ). (1) 
于 是 必 有 有 gu(WD | gC :B11C4) | ga (4) ,17 二 2,3,…,n., 事实 上 上， 
车 K11(4) g(aA) ; 则 应 有 

B11 MT = gM A) + ri (A), 

其 中 访 ,( 力 是 非 零 多 项 式 , 且 degr (二 degg,(4), 作 初等 变换 


GC (0). 
G0 TT CT) 


因为 Ci) 的 人 (17 位 置 的 元 素 为 ru , 故 GsG) 的 (1,1) 位 置 的 
元 素 为 my) ,于 是 有 00 全 GCC ,人 degg Ch) 人 > 
degri《24) ,这 与 人 1) 式 了 矛盾, 所 以 gC2) 1857 0. 问 理 可 证 gi | 
ga(4),， 故 CGC) 可 通过 初等 变换 化 为 

ETA) 0 9 i 0 

着 志 | 0 haa A) RostA) 1 hi A) 
CR Ne EE, 

且 可 以 证 明 gD hi5j 二 2 ,4 如若 不 然 , 必 有 某 个 
有.(4) 不 能 被 gu () 整 除 , 则 

hi (4A) = gu CM) + rtd), 
其 中 六 人 是非 堆 多项式, 旦 degra(4)<<degg(4), 作 初等 安 换 


[1 十 霹 [1,] 
厅 ( 一 一 > 应) 一 一 > 下 0) = ， 
2) 2 0 H,(A) Ee 天 ;Ch 


五:(1) 的 (1,1) 位 置 的 元 素 为 二 (0 .出 此 得 应 CD 一 4 但 
deggu(4)>>degri;() 这 也 与 人 1) 式 泽 盾 . 今 
hos (A) oo hl A) 
Hi(N)= : ， 


nz 六》 bee hh CA) 
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Te tam ta 


当 妃 ,(4) 不 是 零 矩 阵 时 ,对 右 , (和 ) 使 用 上 述 方 法 得 
Ps 0 … 0 
0 GaatA) 1 A) 
| 0 Pad) 4) 
且 mwCDlm GD， zj- 3,4，…， 
因为 HCV) 二 BVDH es hsC4), 故 gl) 也 能 除 尽 B04) 
的 所 有 元 素 . 至 此 我 们 得 到 


Hi ~ BO = 


E11 (4) 0 0 ‘on 0 

0 H(A) Bs 0 
AW~| 0 0 Ph) Pl) 
0 。 0 3 CA) ane Fn {4) 


且 gu cA) |p Ca), pata) GCN, i, j=3,4,. ,nn 
继续 以 上 作法 ,经 过 n--1 次 之 后 得 
(2) 
a fl) 
fA) 
其 中 COD | fiw ,i=1.2, yn 一 1. 
最 后 , 当 f.(4) 为 非 零 多 项 式 时 ,以 (4) 的 首 项 系数 去 除 第 i 
行 即 得 4(2) 的 Smith 标准 形 . 证 毕 . 
定理 2.4 对 任意 4€ 7*", 其 特征 御 阵 4E 一 4A 的 Smith 标 
准 形 SCO) 二 diag (QD) ,dCN0), 呈 ,qd,(A)) 中 ,所 有 d;(4) 都 是 非 零 
多 项 式 . 称 d.(4) 为 证 一 4 的 第 i 个 不 变 因 子 ,i 一 1,2,…,n. 
证 明 因为 rank C4E 一 4)==n, 由 定理 2.2 知 rankS (4A)==n. 
所 以 每 个 必 人 9) 都 是 非 鹤 多 项 式 
定理 2.3 表明 ， 可 用 初等 训 换 求 多 项 式 秆 阵 的 Smith 标准 形 . 
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4 6 0 
例 2. 1 a | 局 | 训 加 -4 的 Soeh ti 


一 3 一 6 1 
和 不 变 因 子 . 
解 
一 4 一 6 0 
AE—A= | 3 入 才 5 0 
3 6 a4—l 
3 4+5 0 
| 人 
3 6- 24—1 
3 A+5 0 
£3 二 +1°* (一 1)] ed a 6 
0 -一 4 十 1 4 一 1 


We A+5) 0 


[2 十 3] 外 一 4 一 6 0 
0 0 A—1l 
1 言 Q+5) 0 
[2+1* {—A+4)] 二 
0 (#4—2) 0 
0 0 A—1 
[ 1 0 0 
2-(—3) 
和 0 尼 十 4 一 2 0 
[2+1 1 
3 0 0 A—1 
[2,3] 
2,3 
一 ] 5 
[2,3] 
(aA—1)(A+2) 


hE 一 4 的 三 个 不 变 因子 分 别 是 
42 


如 (iD 一 1，cs(C) 一 2 人 一 1，dC) 一 人 4 一 ICA 十 2). 
对 于 任意 的 多 项 式 矩 阵 4(A)E 区 [XJ]”*", 也 可 经 有 限 次 初等 
变换 化 为 Smith 标准 形 l 
Ss(4) 0O 
| 0 | | 


这 是 一 个 分 块 对 角形 矩阵 . 其 中 左上 和 角 的 对 角 和 矩阵 

SX = diag (di(2) ,ds( CCD )， 
] 所 7 二 rankA4A CD 之 mim im,n), di( 匀 是 首 上 多 项 式 是 di04) | 
dz 一 1,2, 7 一 1 而 右 下 角 的 零 筷 阵 可 能 不 出 现 . 心 ( 力 称 
为 4) 的 第 ; 个 不 变 因子 ， 1 一 二 ,2 


§ 2.2 特征 矩阵 的 行列 式 因子 与 初等 因子 


一 ,行列 式 因子 
定义 2.6 设 AEC”",4E 一 4 中 一 切 非 零 的 有 Ts<ESm KE 
好) 阶 子 式 的 首 工 的 最 高 公 因 式 称 为 AE 一 A 的 并 阶 行列 式 因 子 ， 
记 为 DC). 
在 例 2. 1 中 ,aE 一 A 的 不 为 等 的 全 部 一 阶 子 式 
4—4, 一 6， 3, 4 十 5, 6, A 一 1 
的 首 1 最 高 公 因 式 为 1, 故 D1(2)==1. 不 为 零 的 全 部 二 阶 子 式 
人 4 一 1)CA4 十 5)，3(A 一 1 ， 一 3 一 1)， 一 6(4 一 1) 
《4 一 170 一 4 ,601 一 1) 04 一 1 十 2) 
的 首 1 最 高 公 因 式 为 4 一 1, 故 DP;(4) 二 4 一 1. 由 于 三 阶 子 式 只 有 
detCaE 一 A) 二 (4 一 1)*(4 十 2), 且 它 是 首 1 的 , 故 
DA) = Co— 1)70 + 2). 
由 定义 可 知 ,4E 一 4 的 各 阶 行列 式 因 子 DCA) (一 1,2， ,nn) 
是 由 证 一 4( 从 而 由 4) 队 一 确定 的 . 
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定理 2.5 初等 变换 不 改变 六 一 4 的 备 阶 行列 式 央 子 . 

由 初等 变换 定义 及 行列 式 的 牲 质 可 证 明 此 定理 ,具体 证 明 过 
程 请 见 L6] ,此 处 从 赂 . 

当 n 较 大 时 , 按 定义 求 各 阶 行列 式 因 子 相 当 复 杂 . 一 般 说 来 ， 
当 = 关 3 时, 先 对 证 一 4 施行 若干 次 初等 变换 后 ,再 求 其 行列 式 因 
子 较 为 方便 . 特别 地 ,着 已 知 4E 一 4 的 Smith 标准 形 , 则 可 立即 写 


出 它 的 各 阶 行列 式 因子 ， 
Di = 4 0, DCN) = di Wd ,ee, 
DCW) = dd Wd, CN). (2.1) 


由 (2. 1) 式 可 知 , PC | Di 的 ,i 二 1,2, 呈 ,nn 一 1, 此 外 注意 到 
DD.(4)= 二 det (XE 一 A) 是 有 益 的 . 
车 在 (2. 1) 式 中 解 出 d,(24), 便 有 


D, ON DC 
SOT DD dD 


由 (2. 2) 式 及 行列 因子 的 唯一 性 可 知 ,AE--.4 的 不 变 因子 也 是 由 
2E 一 A( 从 而 由 4) 众 一 确定 的 . 这 就 证 明了 2E 一 A 的 Smith 标准 
形 的 唯一 性 . 

由 于 颈 一 4 的 不 变 因子 和 行列 式 因 -都 是 由 4 唯一 确定 
的 , 故 有 时 将 它们 简称 为 4 的 不 变 因 子 和 行 询 式 因子 . 

例 2.2 求 


(2. 2) 


A a |! 
一 下 下 7 
= 以 Qn-: 
ad 一 | 一 人 : 
入 dy 
-1 4 十 ai 


的 Smith 标准 形 . 
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解 记 80D) 二 ai 十 … 十 e+aw 则 


a a 
—l A 一 1 
tan 
detA(X)= SL : 
A U2 
一 4 十 aa 
0 到 4) 
= A Qi 
条 (Ab 
[四 2 一 Cn 一 : 
A a 。 
==] A 二 Ta 
= 1)' "g(a) —] 
。 4 
一 | 
一 AD) 3 


所 以 Dd) == 如 十 aa 如 十 和 十 co 1 人 十 ar . 
又 因为 有 --- 个 ”一 1 阶 子 式 


是 不 为 零 的 常数 , 故 CD) 1 ,于 是 


D,_s(4) 一 万 (1 = = DDN) 1. 


因此 
dM) = dA = = dd) = 1 
dA) 二 加 十 aw 十 下 十 ao -14 十 ar。 
4 的 Smith 标准 形 为 


1 
1 


入 十 ah 十 … 十 at 十 a。 

对 于 一 般 的 多 项 式 窍 阵 4A(2)E 下 [4J”*", 只 要 将 n 改 为 7r( 二 
rankA《4)) ,上述 关 于 行列 式 因 子 的 定义 及 定理 2. 5, 公 式 (2.1) 和 
(2.2) 对 A(2) 仍 然 是 成 立 的 . 

二 、 初 等 因子 

定义 2.7 设 d1(),d,(),…,d,( 和 ) 是 AE 一 4 的 24 个 不 变 因 
子 ,在 C 上 将 每 个 d.() 分 解 成 一 次 因 式 的 方 窒 之 乘积 

dN) = A 


(其 中 ENU 1{0}),i 一 1，2， ,nj 一 1,2,-…,t, 且 > =- 


degdi(4), 当 71 关 j 时 , 丸 关 胃 ). 之 0 的 那些 因 式 (4 一 4 Gt, » 
nj 二 1,2,"… ,统称 为 A 一 4 的 初等 因子 ,XE 一 4 的 全 部 初 
等 因子 和 为 4 一 4 的 初等 因子 组 (计算 初等 因子 组 中 初等 因子 的 
个 数 时 ,重复 出 现 的 按 出 现 的 次 数 计 ). 
所 有 (2 一 ) 汪 都 称 为 与 4 一 和 相当 的 初等 因子 . 由 于 a; CN) | 
dt， 故 必 有 
ed 
例 2.1 中 ME 一 4 i CT ， 
di(2) 二 (4 一 1)(4 十 2) ,于 是 初等 因子 组 为 
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a 


4 一 1, 4 一 ]， 4 十 2. 

类 似 地 可 定义 一 般 多 项 式 和 矩阵 4(2) EK[4J"*" 的 初等 因子 . 

车 已 知 4() 的 初等 因子 组 , 则 也 能 很 快 写 出 .4() 的 不 变 因 
子 , 因 为 初等 因子 组 是 由 各 个 d(C) 二 1,2,… ,r+) 分 解 而 得 且 
di(4) 1din (4) , 故 与 4 一 相当 的 各 初等 因子 中 , 方 乱 最 高 的 必 出 
现在 4 中 ,次 高 的 必 出 现在 4,_1() 中 ,依次 类 推 . 这 就 是 说 ,与 
4 一 4 相当 的 各 初等 因子 出 现在 第 几 个 不 变 因 子 的 分 解 式 中 ,是 由 
4 唯一 确定 的 . 

例 2.3 设 4EC4 ,已 知 ) 瑟 一 4 的 初等 因子 组 为 

)， 和 ,1 十 1， 

求 AE 一 4 的 Smith 标准 形 . 

解 dC0)= 六 UAT1D ,di( 和 )==A4,d CN) 一 1,41( 和 )=1 赦 AE 一 
4 的 Smith 标准 形 为 

1 
SA) 一 
A 
| (A+ 11) 

综合 前 述 关 于 多 项 式 和 矩阵 的 讨论 ,可 以 得 出 下 面 的 结果 . 

定理 2.6 设 4(),B(V)E 玉 [4j”*", 则 下 列 各 条 等 价 : 

(1) ACYBA). 

(2) AC(2) 与 B(A) 有 相同 的 各 阶 行列 式 因 子 . 

《3) 4(2) 与 BCA) 有 相同 的 不 变 因 子 . 

《4) 4(2) 与 如 (4) 有 相同 的 Smith 标准 形 . 

(5) 4(4) 与 8(4) 有 相同 的 秩 和 相同 的 初等 因子 组 . 

注意 ,车 去 掉 (5) 中 的 条 件 * 有 相同 的 秩 ”, 则 结论 可 能 不 成 立 . 
例如 


- 且 
4(4) 一 | 1 j 呈 (A) 一 A 十 1) 
MA4 十 1) 0 
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有 相同 的 初等 因子 组 :4,04 二 1) ,但 显然 不 等 价 , 因 为 它们 的 秩 不 
同 . 

三 、 初 等 因子 的 求法 

根据 定义 求 初等 因子 时 ,为 了 求 出 不 变 内 和子, 就 必须 先 求 
4 的 Smith 标准 形 或 各 阶 行列 式 因 子 ,-… 般 说 来 是 很 麻烦 的 . 
但 定理 2. 6 表明 ,等 价 的 多 项 式 和 矩阵 有 相同 的 初等 因子 组 ,这 就 为 
简化 求 初等 因子 组 的 运算 提供 了 依据 . 下 面 先 介绍 两 个 结论 (但 不 
子 证 明 ), 然 后 举例 说 明 初 等 因子 的 求法 . 

结论 1 若 4 与 一 个 对 角形 多 项 式 矩 阵 等 价 , 即 

-f(A) 
fA) 


4(h) 一 0 


0 
则 多 项 式 万 CD) ,f(D),…,f,( 和 的 所 有 一 -次 因 式 的 方 器 ( 首 1 的) 
就 组 成 了 A() 的 初等 因子 组 . 
结论 2 车 AC0) 与 一 个 准 对 骨 ( 邮 分 块 对 角 ) 多 项 式 答 阵 等 
价 , 即 


A1CA) 
A,A) 
A(M) 一 , 
(CA 
则 401) ,As COA) ,ee ,4 (4 的 初等 因子 的 全 体 就 是 4A(4) 的 初等 
因子 组 . 


例 2.4 求 
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的 初等 珊 末 组 ， 


解 
G -1 0- 
A | 个 二 1 42-3 0 
-1 0 4—2 
一 ! 0 0 
a3 ~24+1 0 [=BO). 
.0 = 4 一 2 


六 为 detBC0) 一 一 2 一 2)( 庆 一 24 二 1 所 以 Das) 一 (4 一 2) CA 一 


+D, 久 册 于 | | 一 [天 0, 故 Da) 一 DG):=1 .因此 


dA) = dN) dd) 一 《一 2)( 大 一 2 十 T)， 


而 初等 因子 组 为 4-~2，(4 一 1)5, 
例 2.5 求 


Uy D [WD A 
0 0 无 一 4 0 
3 , | 

0 (A—1) 0 0 

XA 0 0 0 

的 Smith 标准 形 ， 
解 ” 因 为 
PE 
一 
ACA) 一 - 
《4 一 1 
A 一 A 


所 以 A( 力 的 初等 因子 组 为 | 
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A, A, A A—1, 4—1, (424—1):. 
于 是 A(X) 的 不 变 因 子 为 
ds0D = RA—1)’, ds(2) = AA—1), 
di 一 MG 一 1)，d CD 一 1， 
故 4(1) 的 Smith 标准 形 是 
1 
A(A—1) 
po 
ACA— 1)? 
例 2.6' 求 


4(A) 一 


心 
人 总 OQ 
OO Cw 
OO OD ~ 


的 初等 因子 组 ， 
解 


DD OO 2 
DD 二 


A(N) 一 上 
和 A,N) 


oO 
[ed 


0 0 A—1 . 
易 知 41() 的 初等 因子 为 呈 , 4;() 的 初等 因子 组 为 4,4 一 1. 故 
A() 的 初等 因子 组 为 4A, **， 4 一 1. 


3 2.3 和 插 阵 的 相似 标准 形 
一 、 矩 阵 相 似 的 充 外 必要 条 件 
定义 2.8 设 有 4,BEC, 若 存在 可 道 矩阵 已 EC "使 得 


Pp-1AP 二 B, 则 称 4 与 B 相似 , 记 为 4~B. 通常 将 映射 4 HB 一 
SQ 


a 一 一、 一 一 -一 


P714P 称 为 相似 变换 ,而 可 着 矩 阵 刀 称 为 相似 变换 矩阵 ， 
容易 验证 第 阵 的 相似 关系 也 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 , 即 
它 是 集合 C"”*" 上 的 -… 种 等 价 关 系 . 
由 定义 2.8 知 , 若 4~B, 则 存在 可 道 方 阵 了 ,使 得 8= 
P-1AP ,于 是 
AE—B = AE— PiAP = PAE— AVP. 
因为 P,P 7! 是 可 逆 的 数字 矩阵 ,自然 是 单 模 态 的 , 故 让 一 A 二 
谎 一 号 . 反之 ,也 可 以 证 明 ( 因 证 明 过 程 复杂 , 故 从 略 ): 若 AE 一 A 二 
证 一 下, 则 4 一 8. 这 就 得 到 了 判定 同 阶 方 阵 是 否 相似 的 一 种 简便 
方法 ， 
定理 2.7 设 4,BEC*", 则 4~B 的 充分 必要 条 件 是 
AF— AAE—B. 
定理 2.6 给 出 了 判断 1 五 一 4 与 AE 一 B 等 价 的 许多 方法 ,从 
而 也 就 有 了 许多 判定 两 个 矩阵 相似 的 方法 . 
0 0 
1 1 
相似. 


例 2.7 证 明 
一 1 1 0 
i te , SS J= 
证 明 由 例 2.4 知 ,4E 一 4 的 初等 因子 组 为 4 一 2，(4 一 1)?， 
且 易 求 出 | 
1 一 2 0 0 
wi | A—1 | 


1 "0 沁 
| 0 ”一 1 24—1l 
的 初等 因子 组 也 是 4 一 2，(4 一 1)?, 由 定理 2.6 知 AE 一 4A 生 E 一 J/. 
故 4 一 上 
二 ,Jordan 标准 形 
形式 最 简单 的 方 阵 是 对 角形 矩阵 . 我 们 知道 ,即使 是 在 复数 域 
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上 ,也 不 是 所 有 方 阵 都 可 以 对 角 化 的 . 一 个 = 阶 方 阵 可 对 角 化 的 充 
分 必要 条 件 是 :4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 或 对 4 的 每 个 重 
特征 值 岂 ,特征 撼 阵 4 一 4 的 秩 为 xn 一 &. 下面 还 将 给 出 4 可 对 角 
化 的 其 它 一 些 充 分 必要 条 件 . 

如 果 将 对 角 化 的 要 求 降低 为 “ 准 对 角 化 ”, 则 对 于 所 有 n 阶 方 
阵 4, 就 都 可 找到 一 个 与 之 相似 的 准 对 角形 矩阵 /= diag (7 ,…， 
7 其 中 每 个 元 的 特征 矩阵 AiE;: 一 关 只 有 一 个 初等 因子 ， 


Ch 一 ji" (Dn). 这 样 的 分 块 对 角 矩 降 ( 包 括 对 角 垂 阵 ) 了 就 
称 为 4 的 Jordan 标准 形 . 


nn 阶 方 阵 中 一 称 为 属于 (或 对 应 
起 
1 和 而 
于 ) 初 等 因子 (2 一 "的 Jordan 块 中 
显然 0 一)" 是 4E; 一 J;( 其 中 5; 是 x 阶 单位 矩阵 ) 的 唯一 初 
等 因子 . 
定义 2.9 ? 阶 准 对 角形 矩阵 


称 为 一 个 Jordan 人 其 中 J 是 nn; grey 块 ,> mw 一 =—n. 


i==l1 


1.. 
A 1 
OD wi 和 | 
J 
A 
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就 是 一 个 Jordan 标准 形 . 


2 

| 1 

1 1 

定理 2.8 任何 4ECx" 都 与 一 个 Jordan 标准 形 相 似 , 除 了 

各 Jordan 块 排列 的 次 序 外 ,与 4 相似 的 Jordan 标准 形 是 由 有 4 唯 

一 确定 的 . 
证 明 设 4 的 特征 矩阵 45 一 4 的 初等 因子 组 为 
《一 和 2 CA 一 全) (CA 一 及) 


其 中 Dn 又 设 J 是 属于 C4 一 "的 Jordan 块 (= 二 1,2,*…， 


5s). 要 证 
J 


A = 


J, 
根据 定理 2.6 和 2.7, 只 需 证 明 XE 一 J 的 初等 因子 组 也 是 
A 一 入 2 一 和 2 一 入 )5 郑 可 ,事实 F， 
AE—J = AE—diag (J ,Ts ,),) 
=diag AE— J AE— J ,AE —J.), 
”其 中 EE 是, 阶 单位 矩阵 (=1,2;"…,s). 央 为 (4 一 .)" 是 XE 一 J 
的 唯一 的 初等 因子 = 二 1,2,….s), 所 以 A 一 J 的 初等 因子 组 为 
AA)™ (CA 一 和) 一 4 
因为 各 个 Jordan 块 大 是 由 4 的 初等 因子 组 唯一 确定 的 , 因 
此 若 不 计 各 J; 的 排列 次 序 , 则 了 是 唯一 的 ,并 将 J 称 为 4 的 Jor- 
dan 标准 形 . 证 毕 . 
当 和 一 和 一 汉王 和 一 1 即 娄 一 4 的 初等 因子 都 是 一 次 方 各 
时 ,Jordan 标准 形 就 是 对 角形 . 于 是 有 
定理 2. 9 AEC"** 能 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 4E 一 4 的 初 
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等 因子 都 是 一 次 方 医 ， 

这 里 给 出 了 惩 阵 可 对 角 化 的 又 一 个 充分 必要 条 件 ,证 明 作 为 
练习 留 给 读者 . 

求 方 阵 4EC”" 的 Jordan 标准 形 的 关键 在 于 求 出 XE 一 4 的 
各 个 初等 因子 及 其 所 属 的 Jordan 块 ,举例 说 明 如 下 . 


例 2.8 设 
13 16 16 
4 一 = 一 7 | 
-一 6 —8 一 7 
求 4 的 Jordan 标准 形 了 
解 
1 一 13 一 16 —16 
wa | 5 1 二 7 6 
6 8 1 十? 
1 一 A+1 4 十 1 
=| 5 4 十 7 6 
一 13 ”一 16 ”一 16 
1 一 4 十 1 A 十 1 
-| 64 十 2 | 
0 144—3 ”一 外 十 121 一 3 
1 0 0 
0 一 2(1 十 3) 一 jz 十 12) 一 
1 0. 0 
-| A+3 | 
0 0 (一 1 
显然 Di (hi) 一 1 Di 一 (二 370 一 1)2 又 因为 
| - 二 4 十 3 与 1 = (4—1)? 
0 2 十 3 i 0 (1 一 1)* 
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EE 1 只 区 EF 


没有 公 因 式 , 故 D:C 一 1. 因 此 
dA4) = dj) = 1, dd) 一 (十 3)604 一 172， 
初等 因子 组 为 ”4 十 3，(2 一 1)?, | 
属于 4 十 3 的 Jordan 块 J 二 [一 3j,; 属 于 (2 一 1)? 的 Jordan 块 


所 以 
一 3 
J 
4~J=-| 由 -| 
1 1 
例 2.9 设 
0 一 】 
者 运 5 Os 
0 :4 3 0 
求 4 的 Jordan 标准 形 J/. 
解 设 
一 ] 1 0 
0 一 1 
4 -| 中“ 3 中 
1 2 
则 


[1] 


所 1,A; 的 Jordan 标准 形 分 别 记 为 J 与 J%. 于 是 有 
AE— A 一 一 AEI—J 时 大 :一 4 es AE,—J 2, 
从 而 “| 


Ak—A EE AE—diag(Al ;42) “二 diag (AE— A AF,— A,) 
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~diag (AEB —J ABs—J "=AE—diag (I 72 )， 
所 以 me 
| 4 一 diag(J ,JH). 
又 因为 diag ty 个 Jordan 标准 形 , 故 
. 一 diag(Ky7 ， .CD)， 
不 难 求 得 


本 2 
J 四 | el J 一 1 | 《 见 例 公 7)， 
Rs 1 1j. 区 


在 第 四 章 及 后 续 课程 中 ,读者 将 会 看 到 ,和 矩阵 的 Jordan 标准 
形 有 着 广泛 的 用 途 . 但 是 ,我 们 也 注意 到 ,即使 是 实 抢 阵 , 由 于 其 特 
征 值 不 一 定 是 实数 , 故 在 实数 范围 内 求实 矩阵 的 Jordan 标准 形 有 
时 是 不 可 能 的 . 这 时 ,我 们 需要 引入 其 它 类 型 的 相似 标准 形 . 由 于 
篇 幅 所 限 ,本 书 只 介绍 有 理 标准 形 . 

三 ,有理 标准 形 

设 有 多 项 式 w 愉 一 十 qi 各- 十 … 十 a。_14 十 es x 阶 方 隆 
0 站 PT nn 0 —as 
1 0 oo 0 a 
0 1 0 一 ar 


© 
DO re 
De 
| 
Ry 
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称 为 C2) 的 相伴 矩阵 . 
` 定理 2.10 设 AEC"*", 若 特征 矩阵 XE 一 A4 的 非常 数 的 不 变 


因子 为 
RD = 二 ad 十 十 GinrD4 十 Gain ( p32 一 n) ， 
而 i=1 
A~C= diaglC,Cs:" ,C0C,), 
其 中 CC; 是 gqOV) 的 相伴 矩阵 ,i 一 1,2,:…，s. 
证 明 因为 
AE—C = diag (AE,~C ,AE,—C,, °° AF,—C,), 


而 

A Gin 
一 1 A ie 一 1) 

A Ci 一 一 1 

站 Wiz 
一 ] 4 十 il 

1 . 
1 


A 十 en 如 ni 十 …… 十 ain 
《 见 例 2. 2) st 二 1] 12, To. 
由 上 节 结 论 2 知 ,XE 一 C 的 非常 数 不 变 因子 为 
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知 十 ao 十 十 ash 十 am 一男 (于 一 1 2:5 
于 是 
| AE—A ~ IE—C, | 
所 以 A~C. 证 毕 - 
因为 不 变 因 子 不 因 初 等 变换 而 改变 , 故 C; 是 唯一 确定 的 , 因 
此 当 不 计 各 C; 的 排列 次 序 时 ,C 也 是 唯一 确定 的 , 称 C 为 4 的 有 
理 标准 形 . 求 矩阵 4 的 有 理 标准 形 ,关键 是 求 出 4E 一 4 的 非常 数 


不 变 因 子 及 其 相伴 矩阵 . 
例 2.10 求 
0 1: 
En 0 
A=| | (011 
人 下 
1. 1 0 


的 Jordan 标准 形 J 和 有 理 标 准 形 C. 
解 令 
1 
1 


0 1 
0 1 
ee <- | 
一 1 0 
1 0 
A 一 1 
i2-4=|， 站 | 的 初等 因子 组 为 4 一 ? ,4 十 i. 
A —1 一 1 0 —A—1 Xl 
AE—As= 1 4 ll~|o 4+1 —A-—1 
一 1 一 1 A -1 —1 4 
1 0 0 
-| i 十 1] ”一 4 一 1 


1 0 8 
二 10 4 十 1 0 
0 一 4 一 1 .4:—1 0 0 她 一) 一 2 


的 初等 因子 组 为 4+1, 4 十 1, 4 一 2. 因此 2E 一 4 的 初等 因子 组 基 
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4 一 i ,2 十 2， 4 十 1 ,2 十 1， 4 一 2. 其 不 变 因 子 为 
起 (Ch 一 (和 2 十 1 人 4 十 1 一 2) 一 社 一 玉 一 形 一 人 一 2， 


1 -10000 
一 : 0 0 0 0.2 

J 二 一 1 ,C 一 |0 1 .00 1 
一 1 0 0101 
2 风 


§ 2.4 ”矩阵 的 零 化 多 项 式 与 最 小 多 项 式 


一 , 零 化 多 项 式 
设 有 4E 导 "及 80 一 aok 十 ai 十 … 十 ci 十 aiE 疏 []， 


称 
P(A) 一 如 机 十 ai 4 十 十 ca A 十 aE € KR? 
为 n 阶 方 阵 4 的 多 项 式 . 当 as 天 0 时 , 称 g(4) 是 :次 的 矩阵 多 项 
定义 2.10 设 有 4EC” 且 4 天 0 ,车 存在 非 零 多 项 式 (4) 
ECL41, 使 得 94)== 0 , 则 称 gC) 是 4 的 一 个 零 化 多 项 式 . 
例如 , 若 42:= 五 , 则 gC)=* 一 1 是 4 的 一 个 零 化 多 项 式 . 

， 是 不 是 任意 的 非 零 方 阵 都 有 零 化 多 项 式 呢 ? 回 管 是 肯定 的 ,而 
且 不 只 一 个 .因为 对 任意 的 4EC"*", 在 x 维 向 量 空间 CY* 中 ,下 
述 z? 十 1 个 向 量 

E,A,A?,-,A’, A"t!, + , A” 
必定 线性 相关 , 故 存在 不 全 为 零 的 到 十 1 个 数 wEC,G 一 0,1，… 


0 
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4 十 0 一 0， 
即 非 零 多 项 式 人 
EG Dy Bg 
是 4 的 一 个 零 化 多 项 式 . 
下 面 的 定理 2. 11 说 明了 方 阵 的 零 化 多 项 式 不 唯一 . 
. 在 介绍 定理 2.11 之 前 ,我 们 指出 :任何 mwXn 阶 多 项 式 和 矩阵 
4(D ,都 可 以 表示 成 以 mxXn 阶 数字 矩阵 为 系数 的 多 项 式 . 4 (人 
中 各 元 紊 的 最 高 次 数 称 为 该 多 项 式 的 次 数 , 记 为 degA4(). 例如 


: A 刀 十 A4 
AND 一 | 本 由 十 | 
* 一 此 54 


D 0 0 0 
= or 2 oh 
1 0 0 0 一 1 0 
0 0 11 fl 1 0 
a ee 
， 0 0 5 0 0 0 
degA(A)=3. 


定理 2. 11(Hamilton-Cayley 定理 ) 方 阵 的 特征 多 项 式 是 其 
零 化 多 项 式 . 
证 明 设 有 AEC*,f0D) det QE 一 A) ta 1 十 … 十 
Cr-1A 十 Qnr , 欲 证 
f= 十 oA 十 aE = 0. 
AEF—A 的 伴随 矩阵 BC) 二 adj(4E 一 4) 在 i, 门 位 置 的 元 素 
bl 和 是 XE 一 A 的 代数 余子 式 , 故 degB;;( 和 ) 志 n 一 1, 于 是 BCNV) 可 表 
示 为 
BO) = Blt BX ?+ + B.A Bi 
其 中 B。 ;B11，,… ,B, 剖 是 x 阶 数字 和 拖 苗 . 因此 
(CE 一 4) - adj(AE— A) 
一 (全 一 4)(08o + Bl? B.A Bi) 
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= BX (Bm— ABONXN 十 十 (Bi 一 483 1 一 4DBo 
又 
CAE— A) adj(AB—A) = det(AE—A) . E = f(DE 
=EX+aEt t+ +a EltakE, 
于 是 得 
B= E, 
Bi—AB,= ak, 
B,—AB,= asE, 
B, 1—AB, ,= a,_1E, 
—AB, ,= a.E. 
以 4", 4 4 五 自 上 至 下 依次 左 乘 等 式 两 边 , 然 后 相 加 得 
0= A 十 a A 十 下 十 a 有 A 十 46 二 f(4). 证 毕 . 
可 以 用 此 定理 简化 求 矩阵 多 项 式 的 运算 ,因为 对 于 任意 的 4 
EC , 当 上 2 时 ,4 的 下 次 多 项 式 可 转化 为 次 数 小 于 =” 的 多 项 
式 来 计算 . 
例 2.11 设 


J 
0 1 0 


求 24: 一 345 十 44 十 42 一 4E， 
和 解 ” 若 直接 计算 ; 则 须 求 4°, 计算 量 很 大 ,车 使 用 Hamilton- 


Cayley 定理 , 则 只 需 计 算 43. 
Ai—1 0 一 ? 
riD==|0 i+1 -1|=*—24+1, 
0 一 ] A 


记 g(4)= 一 24 一 345 十 4 十 A 一 4E, 以 (和) 去 除 62) 二 2 一 3 


十 宙 十 12 一 4 得 余 式 >(4) 一 24412 一 374 十 10 及 商 式 9(4), 即 
gC 一 了 (1)gC) + ro) = fg 十 2412 一 374 十 10. 
所 以 
gE(4) = f(A4)9(A) 十 r(4) = r(A) 
=244’ 一 37A 十 10E 


一 3 48 一 26 
一 | 0 95 “一 061 |. 


0 一 61 34 
二 .最 小 多 项 式 | 
定义 2.11 4 的 次 数 最 低 且 首 1 的 零 化 多 项 式 m2), 称 为 4 
的 最 小 多 项 式 . 


由 定义 及 定理 2. 11 可 知 ,n 阶 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 m() 一 
定 存在 且 次 数 不 超 过 n. 最 小 多 项 式 还 有 下 述 重要 性 质 ， 
(1) 最 小 多 项 式 能 整除 任 一 零 化 多 项 式 ; 
(2) 最 小 多 项 式 是 唯一 的 ， 
(3) 最 小 多 项 式 与 特征 多 项 式 有 相同 的 零点 ,不 同 的 只 可 能 
是 零点 的 重 数 ; 
(4) 最 小 多 项 式 等 于 特征 矩阵 的 最 后 一 个 不 变 因子 . 
证 明 设 AE0"*"* 有 目 4 了 关 0 ,mlN) 是 4 的 最 小 多 项 式 , (1). 
是 4 的 特征 多 项 式 . 
(1) 因为 对 于 4 的 任 一 零 化 多 项 式 p(4) ,有 degm (24) 二 
deg9《), 于 是 AD)=m CVRD 十 r(2), 且 
degr (4) << degm (4),， 关 
故 只 和 需 证 明 r(W) 志 0. . 
假设 r( 力 不 恒 为 零 .由 wd)= 0 ,m(4) 二 0 知 rC4) 二 0 即 
r( 四 是 4 的 一 个 零 化 多 项 式 .于 是 有 . 
degr (4) 之 depgm (1), 
与 * 式 蔬 盾 ,所 以 (A) 二 0, 即 rx) |gC4). 
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(2) 请 读者 自 证 . 
(3) 由 Hamilton-Cayley 定理 及 性 质 (1) 知 
f=m(Vg), gECLA. 
车 如 是 mr() 的 任 一 零点 ; 即 mx(N) 二 0, 则 
fh) = mgth) = 0, 
即 加 也 是 (4) 的 零点 . 
反之 ,; 设 加 是 了 () 的 任 一 等 点 , 即 % 是 4 的 特征 值 . 设 zo 是 
对 应 于 加 的 特征 向 量 , 则 有 4zro 一 Ac，zEC,z 天 0， 
设 zx( 和 一 十 所 十 十 6_14 十 b， 1 人 &n. 于 是 有 
m(lA)zo = Azo + OAT iro tt biAz, + bEro 
=AT!iAzoth A Ao Th 1Arob Exo 
=A hwo bd hzo 二 -十 b, 1Mozo 二 .ro 
一 14 一 24z 十 5 A AT 二 6 ihoro bro 
i i 


二 加 和 To 十 N01!To 十 "十 D1N0T0 十 To 
二 llro bd lrot hilorot bro 
二 《ho 十 BA0 十 十 Bi 十 b.》xo 
= (hro, 
因为 mA) 二 0 ,zo 天 0 所 以 mm 人) 一 0. 
显然 , 当 f(A) 无 重 零点 时 ,m(W) 二 了 (1). 8 
(4) 设 AE 一 4 的 最 后 一 个 即 第 个 不 变 因 子 为 d.《A). 由 于 
AE 一 A 的 ”一 1 阶 行列 式 因 子 D,_1( 和 ) 是 伴随 短 阵 adj(4E 一 A) 各 
元 素 的 最 高 公 因 式 , 令 
adjtaF — A) 一 玫 COC(A) ， 
则 多 项 式 矩 阵 CC 的 各 元 素 互 质 . 由 
adj(AE— A)}* (AE— A)=-dettAE— AY*E 
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即 站 CDCCAD AE—A)= DWVE. 
得 

CC) (一 4) 一 万 Ds 

设 (1 一 站 十 页 和 1 十 …… 十 加 -MA 十 和 ss 魏 2, 则 多 项 式 算 阵 
CD) 可 表示 成 以 数字 和 矩阵 为 系数 的 s 一 1 次 多 项 式 

CGO 一 Co 十 Cr 十 … 十 CA 十 C，:- 

将 刀 (及 C(W) 的 表达 式 代入 (1) 式 并 应 用 定理 2. 11 证 明 中 
的 同 祥 技巧 ,不 难 验 证 d.<44) 一 0 , 即 4d,(2) 是 有 4 的 零 化 多 项 式 ， 
所 以 m0) 14a). 

” 另 一 方面 ,由 《一 ?能 除 尽 m(&) 一 m( 四 ,于 是 有 
m(€)—m(W = (E—DgED, 
其 中 g(&,7) 是 一 个 二 元 多 项 式 . 用 XE 民用 A 伐 得 
mAE)—m(A) = AE— A)g(AFE, A), 


E=d, .OE (1) 


即 
mVE = (AE— A)g(AE,A). 
等 式 两 边 左 科 以 adj(4E 一 4A) 得 
m(AVadj(AE— A) 一 adj(AE— A) . (AE—A)gAE,A) 
=det (AE—A)*， gdE,A), 
即 mWD, WCOW=D, VgE,A), 
所 以 mYCCOOV=d,CVg CAE,A). 
上 式 表 明 ,ad, 《外 能 整除 多 项 式 算 阵 mx.CA)C() 的 各 个 元 素 , 但 
C() 的 各 元 率 互 质 , 故 d(C) |m (4). 
由 于 m(X) 和 4,() 都 是 首 1 多 项 式 , 所 以 
m= dM. 证 毕 . 
例 2.12 试 证 :相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 并 举例 说 明 
首 命 感 不 真 . 
证 明 设 4 与 B 相似 且 最 小 多 项 式 分 别 为 m《2) 与 p(X). 假 
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“ 定 关 (A3 一 大 十 5 十 委 十 六- 十 六 , 则 

加 (及) 二 襄 十 iA 十 十 b14 二 bE= 0. 
设 B=P-'4P. 因 B=(P- 14F%=p-t4t P (EN), 故 

mB)=B 二 BB? 十 biB+bE 

”一 PIC4: 十 六 A"! 十 -二 B14 十 BEYP 
=P- im(A)P | 

i a 
即 m(4) 是 B 的 零 化 多 项 式 , 由 性 质 (1) 知 pC4) |m《), 辐 理 可 证 
mCA4)19C(A). 故 m(2) 二 pl2). 于 是 命题 得 证 , 反之 不 真 ,例如 矩阵 


md 


显然 不 相似 ,但 却 有 相同 的 最 小 多 项 式 (4 一 1) (4 一 2). 


下 面 举例 说 明 最 小 多 项 式 的 求法 . 
例 2.13 求 
2 1 0 
A=|~4 一 2 ,| 
2 1 0 
的 最 小 多 项 式 . 
解 
a—2 一】 0 
fit)=| 4 :+2 0|=*， 
一 2 一 1 74 


4 的 最 小 多 项 式 只 可 能 是 和， 属于 三 者 之 一 . 因 4 天 0 , 故 z(h) 


闫 A 因为 
"0 
-| 一 2 | = 0， 
2 1 0 
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所 以 4 的 最 小 多 项 式 m( 和 ) 王 . 
为 便于 记忆 ,我 们 不 妨 把 例 2. 13 中 求 最 小 多 项 式 的 方法 称 为 


“分 解 -检验 法 ”. 
例 2.14 求 
7 4 一 1 
、 一 4 一 4 4 
的 最 小 多 项 式 mC(). 
解 


4 一 ?7 ”一 4 1 A—7 一 4 1 
) 五 一 4 一 | 一 4 AM 一 7 1 | 一 十 3 :3 0 


4 4 4 一 4 
1 A—12 一 5 1 

ese 1 一 3 0 | 二 | 0 2—3 0 
4—3 0 0 A—3 


一 5 1 
1 一 3 0 
一 《4 一 3) (4—12) 5(4 一 3) 0 


1 
4 一 3 0 
《4 一 a 12) 0 0 


人 (4 一 3)(2— ,| 


所 以 2 一 Ga 一 人 一 3 一 12)- 
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例 2.15 求 


a 0 0 0 0 
1] & 0 0 0 
这 二 0 u 0 0 
0 a 0 
0 0 0 … 1 cxa 


的 最 小 多 项 式 . 
解 4 是 -一 个 = 阶 Jordan 块 ,其 唯 … 的 初等 因子 为 (4 一 a)”， 
于 是 d,() 二 (2 一 a)*, 所 以 
| mA) = dM2) = (A—ay'. 
例 2.14 和 例 2. 15 的 方法 不 妨 称 为 “不 变 因 子 法 ” 
三 、 方 阵 可 对 角 化 的 叉 一 充分 必要 条 性 
方 阵 的 最 小 多 项 式 有 广泛 的 用 途 , 下 面 介绍 它 在 判定 方 阵 是 


否 能 对 角 化 方面 的 应 用 . 
定理 2.12 AEC ”* 可 对 人 角 化 的 充分 必要 条 件 是 4 的 最 小 多 
项 式 无 重 零 点 . 


证 明 由 定理 2. 9 及 最 小 多 项 式 的 性 质 (4) 即 得 . 

推论 。AEC* 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 ,4 存在 - -个 无 
重 零 点 的 零 化 多 项 式 ， 

证 明 作 为 练习 留 给 读者 . 

例 2.16 设 4EC" 满 量 42 一 已 , 试 证 


We 
=b- 


证 明 因为 4: 一 E,Rh 42 一 二 0, 干 是 gq(4) 一 一 1 是 和 4 的 
i le 
出 六 一 1 二 了 得 4 的 庶 otA)C {一 ), 设 有 rr 个 十 1,n 一 7 个 
一 1 (1 甩 r 委 2) , 故 
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et 
me meh 


E, 
ne = -| el 
=1 
例 2.17 设 
| 1 4 2 
刀 一 。 一 3 中 
lo 4 3 
利用 4 的 Jordan 标准 形 了 求 A. 
解 ”由 于 
A—1 .一 4 ”一 2 
7(CA) 一 det( 储 一 4) 一 | 0 i+3 | 
0 一 5 24—3 


=Q—1)(—5) +5) 
无 重 零点 , 故 4 可 对 角 化 ,4 的 Jordan 标准 形 


-| ; 区 


余下 的 主要 工作 就 是 求 出 相似 变换 抢 阵 已 及 其 道 矩阵 . 因为 
P-14P 一 ,4 二 PJP-!, 所 以 


45 = PJPT1=P 55 Pl, 
. . 8 


设 P=[zx,y,z], zx;y,zEC! 且 为 列 向 量 . 由 4AP 二 PJ 即 


A[r,y,2] 一 pe 5 
一 9 
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得 
(A—E)z = 0, (4A—5E)y = 0, (4 5E)z 一 0. 
解 之 可 得 


所 以 


1 2 1 5 ‘20. .5 
A'=PJiP = 。 1 | | 5 下 1 2 
0 2 1 一 下 0 一 2 1 
1 2500 2499 
-| 一 1875 oo | 
0 2500 1875 


读者 可 能 已 经 注意 到 ,相似 变换 矩阵 P 并 不 唯一 ,但 这 不 影 
响 最 后 结果 . 


8 2. 5 正规 矩阵 及 其 西 对 角 化 


本 节 的 主要 内 容 是 ;正规 算 阵 概念 及 其 性 质 ;正规 短 阵 ( 重 点 
是 Hermite 和 矩阵) 的 西 对 角 化 方法 ;Hermite 矩阵 和 Hermite 二 次 
型 的 标准 形 及 其 分 类 ， 
一 .正规 齿 阵 本 和 扼 阵 、.Hermite 矩阵 
定义 2.12 设 4=FejECx". 若 424 一 447( 其 中 4 一 全 
一 (4)7 称 为 4 的 共 罗 转 连 矩阵 ) , 则 称 4 是 正规 矩阵 . 若 424== 
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442 一 五, 则 称 4 是 西 抢 阵 . 若 到 二 吉 Ba;=as i, 7 一 1 2，…， 
7), 则 称 4 是 Hermite 矩阵 . 
例 2.18 直接 验证 可 知 : 


01) A=|; 一 1 是 正规 矩阵 , B 一 | ”| 是 本 
1 1 i 
a 
-DO 1 f 
阵 , C=i1 0 abete 矩 涟 . 
一 了 了 0 , 


(2) 酉 矩阵 和 Hermite 年 阵 都 是 正规 矩阵 

《3) 者 47 一 一 4, 刚 称 4 是 反 Hermire 矩阵 . 反 Hermite 秆 
阵 也 是 正规 矩阵 ,因为 4 4 一 (一 4) 一 4 一 447. 

在 空间 C" 的 一 组 标准 正 交 基 下 ,正规 抢 阵 .本 第 阵 和 Hermite 
和 矩阵 所 对 应 的 线性 变换 ,分 别称 为 正规 算 子 、 西 算 子 和 Hermite 算 
子 ( 或 自 伴 算 子 ). 

当 A 是 实 和 矩阵 时 , 西 逢 阵 就 是 正 交 和 矩阵 ,Hermite 矩阵 就 是 对 
称 矩 阵 . 

二 ,本 矩阵 的 性 质 

同 正 交 惩 阵 类 似 , 西 矩阵 也 具有 很 好 的 性 质 ， 

.性质 1。 设 AE Crx", 则 下 列 各 条 等 价 ， 


(1) 4 是 本 矩阵 . 
(2) 4-1 一 4 
(3) 4 的 列 向 量 组 tu ,as ,…，a} 是 标准 正 交 的 , 即 
人 
1 当 : 一 7 


(4) 4 的 行 向 量 组 是 标准 正 交 的 . 
证 明 下 酉 和 佐 阵 定义 立即 可 短 (1) 与 (2) 等 价 , 现 证 (1) 与 (3) 
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CGI lz Uln di1y 
a 他 Cn l. 
44 一 及 = [a ,0 ,0 1], a 二 Es 
Qnl dng dn Oo 
一 1 2， s71 
C1) 过 (3) 因为 45A==E, 即 
af] om a … afm] fl 
Es ao Aaa oo oa, 1 
Le es ,a = = , 
a cba ata we odas] | 1 


， 77 一 1,2，m。 故 
0 当 i 关 3 
1 当 i=j 
即 fa ya,…，a} 是 标准 正 交 的 . 

(3) 二 (1) ”以 上 过 程 是 可 北 的 ,于 是 有 4*4= 二 EE. 又 因为 BA 
二 区 当 且 仅 当 A8==E, 所 以 也 有 AA*==E, 即 4 是 丁 和 矩阵 . 

类 似 地 可 证 (1) 与 (4) 等 价 . 证 毕 . 

性 质 2 设 UE 人 <" 是 本 矩阵 , 则 

(1) DU, U7, U3, U7 及 adjU 都 是 酉 息 阵 ; 

(2) JdetU [=1; : 

(3) 设 y€E 宫 ,车 f=Uy, 则 

Nz:=l Uy 1 ,= y|;,; 

即 酉 变换 是 保持 范 数 的 ; 

(4) U 的 所 有 特征 值 的 模 都 等 于 1; 

《5) 车 了 EC“" 是 本 矩阵 , 则 ZY 是 本 矩阵 . 

证 明 (1)、(5) 由 定义 直接 可 得 . 


: 所 以 人 “= 人) ee 


《aiy ai = of 一 oa, = | 9 [| 一 1] ,2，… ,A. 


?1 


(2) 因为 UsU=E, 所 以 有 
1 = det {URU) = (detU*) (detUV) 
= (detU) (detU) = |detU|’, 
Bl |detU |=1. 
3) | zs = Uy := (Uy) =yUM Uy = yy 
= | yl 2, 
所 以 Uy ,= yl | 
(4) 设 1 是 己 的 任 一 特征 值 ,z 是 对 应 于 4 的 特征 向 量 ,于 是 


人 
lalzl=1 l= Uz |=4 zl. 
因为 ”| zj 关 0; 所 以 14|=1， 证 毕 . 
定理 2. 13 (Schur 西 三 角 化 定理 ) 设 4EC"x", 则 必 存 在 本 
2 


十 阵 VEC", 使 得 UAU==T, 其 中 T=| EE 


沪 
角 和 矩阵 , 丸 , 罗 ,…, 妨 是 和 4 的 个 特征 值 .车 久 ,入 ,… ,全 为 实数 ， 
- 则 可 选择 U 为 实 正 交 算 阵 . 
证 明 设 zo 是 4 的 对 应 于 内 的 单位 特征 向 量 , 则 zo 可 扩 
充 为 C" 的 一 个 基 
XV, yD Dy 
再 用 Gram-Schmidt 标准 正 交 化 方法 ， 将 其 化 为 C。 的 人 
交 基 


3 37 。。 a} 


(1) (2) 
9 4 


2 
于 是 Ui=[zrY CD ,zo] 是 酉 矩阵 . 
因 为 AU 一 [4zm ,Az ,+ ,Az™] 
一 [rzo AY, ,Az 1], 
所 以 
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Cx 


2) NH i A 
U#AU, = 人 FA xz , Ae, 本 “4zo] = mn |: le 0 EE B. 
NE re 

Ce) 

因为 4~B, 所 以 B 的 特征 多 项 式 


(iD = CAA = det (AE—A) 
= AXA) AA (A—), 


故 4 的 特征 多 项 式 
fC) = OANA) (do). 


设 zoEC"-: 是 4 的 对 应 于 为 的 单位 特征 向 量 . 完全 重复 上 
述 步 又, 我 们 得 到 一 个 西 撼 阵 UE Cm mx? ,使 得 


若 令 ， 


则 T 和 UV 都 是 La 阶 西 窍 阵 , 于 是 
(UV FACUV,) = VEUFAU VY, 


-|: : 0 [ ; x TT1l: 0 
el 
法 | : 汪 
3 | 
如” 淡 
-| | 
0 4 


继续 作 这 种 化 简 , 便 得 到 一 1 个 酉 矩阵 
U. Eo" Us 全 人 ECO?, 


及 2 一 2 个 西 和 矩阵 记 ECx ,i 二 2,3,. nn 一 1, 


73 


号 令 U=UVVewV_1; 则 U 是 西 窍 阵 且 使 得 
5 站 


1 。， 关 


UAU > ? 


和 
一 一 主 对 角 元 素 为 4 的 特征 值 的 上 三 角 和 矩阵 . 
车 AE Rx" 的 特征 值 全 为 实数 , 则 相应 的 特征 向 量 可 选 为 实 
向 量 , 且 上 述 步 又 均 可 在 实数 域 上 完成 , 即 U 可 为 实 的 正 交 和 矩阵 . 


证 毕 . 
将 定理 2. 13 中 的 * 上 三 角 和 矩阵 ” 改 为 “下 三 角 矩 降 ”, 结 论 仍然 
成 立 ,当然 要 对 应 不 同 的 本 矩阵 . 
三 .正规 矩阵 的 性 质 


定理 2.14 设 4EC ”是 三 角 和 矩阵 ., 若 4 又 是 正规 矩阵 , 则 
4 是 对 角 和 矩阵. 
证 明 设 A= [Lai Jixn? 当 i> 时 ajj=0. 
由 A#4 二 44AF 可 得 
Dauas = > aau， 刀 一 1,2,°"°n. 
因为 当 > 了 时 ,oz 一 9, 所 以 


让 到 
> ua 一 > ,Qi 
5 一 和 


妈 
Sn 1) 
当 二 1 时 ,1) 式 为 
Ilan: = lenl? + Pleul 
于 是 


了 入 


el == 0 


.j=2 


所 以 U1 二 0, JJ 一 2 3 »7t 
当下 = 二 2 时 ,《1) 式 为 


laiz|: + |axnl? = |azzl? 十 > losl: 


因为 atz 一 0， 故 可 得 ax 一 0， 7 一 3 4 

对 天 一 3 4， 采用 同样 方法 即 可 得 , 当 i<7 时 ,er 一 0， 
i=1],2,° ,nn 

所 以 4 是 对 角 矩 阵 ， 证 毕 . 

定理 2.15 设 4=[La;,jEC”*" 的 特征 值 为 ;4 入,… 4; 则 下 
列 各 条 等 价 : 

(1) 4 是 正规 矩阵 . 

《2) 4 可 酉 对 和 角 化 , 即 存 在 西 矩 了 泗 UEC**" ,使 得 

U™ AU=—A=—diagCh yy) 


(3) Sho, 一 po 


(4) 空间 C” 存在 由 有 4 的 个 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 ， 
证 明 为 完成 定理 的 证 明 , 我 们 将 证 明 《1)、(3)、(4) 均 与 (2) 
等 价 . : 
(1) 之 (2) 由 定理 2.13 知 , 对 于 4 必 存 在 西 矩 阵 UUED"* 
使 得 47 一 了 ,其 中 7 是 三 角 和 矩阵 . 若 4 是 正规 矩阵 , 则 
TT =U AUIIUSAU USAUU SAU =U A AU 
UAAU= UAVUY UI A =TTH, 
即 三角 和 矩阵 人 荆 也 是 正规 矩阵 . 由 定理 2. 14 知 ,T 是 对 角 和 抢 阵 且 
T= diag(hl ,ds ,A,). 
《2) 一 (1) 因为 4=UAU? ,容易 验证 454= 442, 故 4 是 
正规 上 矩阵， 
《2) 一 《3) 作 和 手 阵 的 乘法 便 知 
75 


> [asl = tr(A®F A). 
CE 


由 (2),A4 二 UAU* 于 是 有 
AA = (UAUVHIUAVH) = UAAVY ~ UAAU-!, 
即 444 一 AAA, 所 以 
>j|ao 上 一 tr(424) = tr(A4) = DIN 
站 io=1 
(3) 志 (2) ”由 Schur 西 三 角 化 定理 知 ,存在 酉 和 矩 阵 U, 使 得 
U#AU=T, 故 4 二 UTU#, 其 中 


A tis fi 
As LL] Fan 
| , 


而 A#4 一 CVTURDMUTUH) 一 UTHTU4, 即 A#A~TST， 
故 trCA*A)==tr(TYT). 因 为 tr(T*T)== > [| 十 > ]t]? ,所 
以 


Dol = DA + Dsl 
fj 


fj 一 1 一 1 


但 条 件 *3) 意 味 着 > jt] 二 0, 肥 二 =0,G< 让 .因此 荆 是 对 角 


窍 阵 diag (A 和). 
(2)=> (4) 因为 存在 西 沧 阵 UU ,使 得 

UAAU = A= diag(Ah,ds ,sd ), 

于 是 AU=UA. 设 U=fz ,jw 信 ,sw ;所 以 
[Au® ,Au® ,Au = [hud ,Nn ,A 
Au® = MaG ,i = 1,2, sn, 

即 w0 ,wu 是 4 的 # 个 特征 向 量 . 又 因为 {CD yz oe, 
zx" 是 标准 正 交 的 , 故 成 为 C" 的 一 个 标准 正 交 基 . 
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(4) 一 (2) 设 C" 有 -- 个 由 4 的 = 个 特征 向 量 组 成 的 标准 正 
交 基 {zc0 ,rc ，， 和 
令 了 =[z zewozo], 则 尸 是 西 拭 阵 . 所 以 
PAP 一 Poarzo zx C2) oo, | 

一 Pe[4ze ,4ze ,Ar™] 

一 已 5[ zcD Aa se ,Ac ] 

一 忆 Y[zoy ,re 本 ;+ Jdiag Ch ep 本 

= PHPpdiag (hi, hz) 


=diag (Nh 妨 )》. 证 毕 . 
(1) 与 (2) 的 等 价 性 通常 称 为 正规 矩阵 的 谱 定 理 , 它 表明 任何 
正规 矩阵 必 写 对 角 窟 阵 相似 且 可 酉 对 角 化 - 
四 .Hermite' 矩阵 的 性 质 


由 于 Hermite 矩阵 是 正规 矩 队 , 故 由 定理 2.15 立即 可 得 
Hermite 矩阵 的 谱 定 理 . 
定理 2.16 若 4EC"* 是 Hermite 矩阵 , 则 4 可 西 对 角 化 . 
Hermite 矩阵 除 具有 正规 算 阵 的 性 质 外 ,还 有 以 下 重要 性 质 . 
设 4EQ*x'* 是 Hermite 矩阵 , 则 
(1) 4 的 主 对 角 元 素 都 是 实数 ; 
(2) 对 任意 的 rEC,f=zx*Az 是 实数 , 且 
ziAT = (Az,r) = (zr,Ar); 
《3) 4 的 所 有 特征 值 都 是 实数 ， 
(4) 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 ; 
(5) 对 于 任意 的 CEC ,CdC 是 Hermite 矩阵 . 
证 明 《1) 设 4 一 [ex 由 42 一 4 得 二 =ary 故 凡是 实数 ， 
z 一 1 ,2 
(2) Er (XHAT)T= (rr AZ)T = rHANr=zxHAzr, 所 以 
7j 一 za4z 是 实数 . 且 
XAx = THATzr 一 27M4IT 元 一 (4z)7 一 (4riz) 
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=(Ar,T)= (z,Ar). 
(3) 设 4 是 4 的 任 一 特征 值 ,zx 是 对 应 于 4 的 特征 向 量 , 即 
4z 一 hz 且 zx 关 0. 于 是 有 
AC(XIT) AAT T= (AT) = (rTr,AT) = (rx,Ar) 
=A(z ,Zz), 
因为 tz 关 0; 所 以 (zx,x) 关 0; 故 4=1, 到 4 是 实数 . 
(4) 设 ,mw 是 4 的 任意 两 个 不 相等 的 特征 值 ,z,y 分 别 是 对 
应 于 4 和 的 特征 向 量 , 则 
AT,y) = (Ar,y)= Ary)— (Ar)Ty 一 z747y 
二 x AFTYy= rT Ay— {zr,Ay)= {rpy) = ry). 
因为 4 沽 gp; 所 以 (rz,y)= 二 0, 即 zz 与 y 正 交 . 
(5) 因为 (C7AC)* 一 C*A*YC 二 CXAC, 故 CXAC 是 Hermite 
矩阵 . 证 毕 . 
例 2. 19 4EC 是 Hermite 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 ,4 为 
正规 矩阵 且 4 的 特征 值 均 为 实数 . 
证 明 必要 性 由 例 2. 18 及 定理 2. 16 得 证 ,下 证 充分 性 . 
因为 4 是 正规 矩阵 , 故 存在 酝 矩 阵 书 ,使 得 
UAU = diag(n 和)， 
从 而 
A = Udiag (hi ,N,N IU, 
于 是 由 加 ay 均 为 实数 ,有 
A = (Udiag Ch sdas re AUE)E = Udiag Ch sds, NURS=A, 
鼓 4 是 Hermite 知 阵 . 
0 1 1 
例 2. 20 求 使 4= | 1 0 nt 并 写 出 
—i 1 0 
与 A 相应 的 对 角 和 矩阵 4. 
解 ” 因 A 是 Hermite 矩阵 , 故 可 西 对 角 化 .下 面 分 三 步 求 U; 
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(1) 令 
A 一] i 
—1] 14 i 
i 一 上 A 
得 4 的 全 部 特征 值 必 :一 1， 凡 一 一 2. 
《2) 对 于 4 一 1, 解 方程 (五 一 4)z 一 0. 
设 六 一 C&) ,€2 ;3)”, 则 方程 化 为 
三 一 所 一 奉 , 二 0 
一 与 十 名 十 维 : 二 0 » 


i€—2é, 十 E， 一 0 


Qet (aE—A) 一 二 (4A 一 ]):(4 十 2)= 二 0 


解 之 得 人 =, 十 夫 ;. 

若 取 所 一 1, 操 王 0, 得 zf 一 (1,1,0)7. 车 取 二 0,&,= 二 1, 得 
Zz 入 一 (2,1,0)7. {zx 个 ,zx 个) 线性 无 关 但 不 正 交 ,用 Gram-Schmidt 
正 交 化 方法 将 其 正 交 化 : 

Bi 一 zf 一 (1,1,0)7， 2 一 站 一 全 一 [ 误 一 二 民 | 

显然 B 仍 是 4 的 对 应 于 4=1 的 特征 向 量 . . 

对 于 4== 一 2, 解 方程 (一 2E 一 A)x==0 得 z= 二 《i, 一 i ,一 1)T. 

令 启 二 Tz 三 ( 亿 一 纠 一 1)"7, 则 如 ,Bs,Bs 是 4 的 三 个 正 交 的 特 
征 向 量 . 

(3) 将 Bi ,Bs ,PB, 单 位 化 为 


17Y 2 1 6 i/ va 
4 一 vr| m= |—ijV6|l: % = |i/v3|. 
0 2/ 6 一 17/4Y 3 
则 


l/v2 i/v6 EVAA3 
忆 一 [aaa] 一 |17v2 ifVe i/v3i 
0 2/Y6 一 1 3. 
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即 为 所 求 , 且 
_Pradrr = diag(l,1 一 2) =A. 
注意 ,U 不 是 唯一 的 , 且 在 4 中 各 特征 值 4 的 次 序 应 与 其 对 
应 的 特征 向 量 a 在 U 中 的 位 置 一 致 . 
五 ,Hermite 二 次 型 
定义 2.13 设 A=[aj]EC*",z 一 (rrr ,Xi) ECO. 车 
A*=A,B as=a (i,j=1,2," ,nn), 则 


f(xisT2r rr sta) 一 Da 和 zj 即 卫 一 zx*A 


称 为 复 变量 zx ,zz 的 ermite 二 次 型 . 并 称 rank 4 为 Her- 
mite 二 次 型 /=zx*Az 的 和 鞭 . 
对 于 f= 二 zx*Az, 同 实 二 次 型 一 样 , 常 常 要 用 到 它 的 标准 形 
f= yAy = hy Hayy tT 十 hy 《2.3) 
及 规范 形 
ee 
其 中 y= 《yyy 9) EC ,4 一 diag (hh,…, 儿 ), 光 是 4 的 特 
征 值 (i=1,2,… nn) 2zEC, i=1,2)% 7. r=rankA. 
”定理 2. 15 指 出 ,通过 作 酉 变换 f=Uy, 即 可 将 /二 zx*Az 化 为 
标准 形 f= y*Ay. 再 作 一 个 简单 的 满 秩 线性 变换 就 可 将 标准 形 化 
为 规范 形 . 
例 2. 21] 求 一 个 西 变换 z=Uy, 将 Hermite 二 次 型 
fri Ta Ta) = Trir Ty TT irr — iTTi tr 
化 为 标准 形 . 然后 再 化 为 规范 形 . 
解 


| 0 1 i 1 
f 二 Lx, Ts ,Ty ] 1 0 —i - EN rankA = 一 3. 


—i i 0 
由 例 2. 20, 存 在 西 答 阵 
80 ， 
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1l/v2 i/vVE ifv3 
U=|1/vV? i/v6 -i/v3 
0” 2/v6 1/Y3 
使 得 4=Udiag (1,1, 一 2)U*. 作 酉 变换 z 一 Uy( 其 中 y= (yi ys， 
ya) EO), 便 得 标准 形 
f= xriAzr= (Uy Udiagll,l, — 2UHUYy) 
一 yzdiag(1.1, 一 2)y 
一 Ja3 十 yz3z 23aya， 


再 作 变换 y 二 Bz, 其 中 B=diag| 1,1, 一 一 | ,= 一 (myzsyzo7eECs， 
V2 


即 令 V1 X17 N22 一 所” ,得 规范 形 


fF = zizl 十 Ts%s— T2323 

同 实 二 次 型 一 样 , 规 范 形 中 正 的 项 数 和 负 的 项 数 与 所 作 的 满 
秩 线性 变换 无 关 , 并 分 别称 为 正 惯性 指数 和 仙人 惯性 指数 , 显然 正 惯 
性 指数 p 与 负 惯 性 指数 NN 之 和 等 于 Hermite 二 次 型 的 秩 一 

六 、 正 定 矩 阵 及 其 性 质 

定义 2.14 设 4EC" 且 42=4. 对 任意 非 零 向 量 z 一 (mi， 
XT ED, 若 异 有 二 x*Axz>>0,; 则 称 fF 是 正定 的 Hermite 
二 次 型 ,4 称 为 正定 矩阵 . 若 亿 有 f 二 x*Az 之 0, 则 称 了 是 半 正 定 
的 二 次 型 ,A 是 举 正定 矩阵 . 

同样 可 定义 负 定 . 半 负 是 Hermite 二 次 型 和 人 负 定 , 半 负 定 盾 
阵 . 车 存在 C" 中 的 向 量 x 关 0 和 > 天 0,， 使 得 f= 二 x*A xz 之 0, 而 
太一 yz”4y<0, 则 称 f( 或 4) 是 不 定 的 . 

定理 2.17 车 A=[ajEC*" 是 正定 (或 半 正 定 ) 和 矩阵 , 则 4 
的 各 阶 顺 序 主子 阵 4 人 4 二 1,2,…,n) 都 是 正定 (或 半 正 定 ) 算 阵 . 

证 明 
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kt Uln 人 OH deatne 
Be | Cs i 、 
: ACID ”Gb 好 nl Pe nk 


AFD Qiktln 
De= | i ， 
Ratk+1) Se nn > 


4 二 
则 ds 2 显然 4. 是 Hermite 矩阵 . 


设 zx= (zi,xo,"… ,Xa) EC* 是 任意 的 非 零 列 向 量 . 若 令 x= 
《1 Ta ;Zi 0 0) ETC", 则 z 是 ” 维 非 零 列 向 基 . 记 


[2 
-| 

其 中 0 是 x 一 维 零 向量. 

由 题 设 ,4 是 正定 矩阵 , 故 有 xz“ 4z>>0. 而 

ZE.4z 一 Cu,0][ | [Es uAiu 

即 w* Asu>0, 故 As 是 正定 的 .将 “之 * 改 为 “之 ” ,就 证 明了 半 正 定 
的 情况 . 证 毕 . 

定理 2. 18 n 阶 Hermite 矩阵 4 是 正定 的 , 当 且 仅 当 4 满足 
下 列 诸 条 件 之 一 : 

(1) 4 的 所 有 特征 值 都 大 于 零 . 

《2) 存在 可 逆 和 矩阵 PEC" ,使 得 P*” A 已 一 五 . 

《3) 存在 可 道 矩 阵 @E 人 ,使 得 4 一 QQ， 
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(4) 4 的 各 阶 顺序 主子 式 det4 均 大 于 冷 . 

证 明 

(1) 必要 性 . 设 ^ 是 4 的 任 一 特征 值 ,z 天 0 是 对 应 于 4 的 特征 
向 量 . 因为 4 是 正定 的 , 故 

ACXIT) = Ar,r) = ArT) = xT AT 0. 

又 因为 + 关 0; 则 tz,z) 之 0, 所 以 A>0. 

充分 性 , 设 4 的 全 部 特征 值 为 ,X42,-…, 为 . 因为 4 是 Her- 
mite 矩阵 , 故 存 在 西 变 换 x 二 Uy, 使 得 

47z = ydiag (hdr, A)y 


一 > Fa 三 > ly 
对 于 任意 的 非 零 向 量 z， ?一 Ziz 也 是 非 零 向 量 , 帮 加 ,ya， 
… ,ya 不 全 为 零 . 因为 所 有 的 4 盖 0 所 以 


4z 一 RD 0， 
i=1 


即 4 是 正定 的 . 
(2) 若是 4 正定 的 ,由 (1) 知 A ds A 内 大 于 零 . 令 B= 


dig| -大 -元 | ,由 吕 可 浊 , 又 因为 存在 本 阵 忆 ,使 


得 
UAU = diag (N,N ,hh ), 

所 以 ”BFUAAUB=E. 即 存在 可 逆 和 矩阵 了 =UB, 使 得 P54P 一 五 . 

反之 , 若 存在 可 首 矩 阵 己 ,使 得 P*AP=E, 则 4=(P”)7 P77! 
二 (P DFP 1 一 Q*Q, 其 中 Q@==P ! ,对 于 任意 非 零 向 量 rz,Qz 天 0， 
故 
TATr=7"QQr= (QIr QT >0, 
即 4 是 正定 矩阵 ， 

《3) 在 证 明 (2) 的 过 程 中 已 证 明了 本 结论 . 
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(4) 由 《1) 及 定理 2. 17 易 知 条 件 是 必要 的 . 关于 充分 性 的 证 明 


比较 复杂 (参见 [7]) ,此 处 从 略 . 证 毕 . 
推论 若 4 是 正定 (或 半 正 定 ) 和 矩阵 ; 则 4 的 行列 式 , 迹 、 各 阶 
主子 式 都 是 正 ( 或 非 负 ? 的 . 


由 于 当 4 负 和 定时 ,一 4 是 正定 的 , 故 可 得 4 是 负 征 的 充分 必 
要 条 件 是 :4 的 所 有 特征 信 都 是 负 的 ,或 所 有 偶数 阶 的 顺序 主子 式 
都 大 于 零 ,而 一 切 奇数 阶 顺序 主子 式 都 小 于 零 . 


习题 二 


1. 已 知 数字 甜 阵 4, 试 用 初等 变 搞 求 眉 一 4 的 Smith 标准 形 和 不 变 因子 ， 


1 0 0 1 1 
(1) A= ,0 2 中 (2) A= 0 | 
: 0 0 1 1 


0 1 0 0 3 1 0 0 
0 0 1 0 4 =1” 0 
(3) A= ; (4) A= S 
0 0 0D 1 7 1 2 1 
一 5 一 上 一 3 一 2 Sat tt ee 


2. 求 下 列 多 项 式 矩 阵 的 不 变 因 子 和 初等 因子 . 
0 0 T A 十 名 


0 1 4+2 0 
D4w=| ) i 


A 二 2 0 0 

十 2 D 0 0 

A+e 0 1 0 

ita 0 1 
(2) BCA)= ; 

0 A 十 a [0 


0 0 0 十 % 
a—3 0 一 8 
(3) co-|- 1 十 1 -| 
2 0 4 十 5 
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1M+1 0 0 
-7 一 1 14—2 一 1| 
7 6 1 A 
*. 求 下 列 多 项 式 和 矩阵 的 Smith 标准 形 和 初等 因子 组 . 


1—A 半 A A 0 0 
(1) | 4 4 省 (2) | 0 4 0 
1 二 和 只 一 让 


0 0 (aA+1)° 


(#4) PCA 一 


Lo 


0 0 和 pi 
0 0 人 一 1 0 
C3) 
0 (aA— 1)° [8 0 
2 一 外 0 0 0 
4. 证 明 AEC"** 与 47 相似 . 
5. 证 明 下 列 矩 阵 
a 0 0 a 0 8 a 1 0d 
~ a | B=|0 a ! 种 ~ a | 
GG 站 开 0 0 0 0 a 
中 的 任何 两 个 都 不 能 相似 . 


6. 求 下 剂 算 阵 的 Jordan 标准 形 . 


1 2 0 
0 2 0 |s; 
i 


(1) 
j 全 0 cn 0 0 
-4 -1 0 0 Ls Qoy 
(3) 3 (4) ;3  ， 
A 
—17 —6 —1 0 i 
7. 求 下 列 矩 阵 的 有 理 标准 形 ， 
¢ 11 
0 0 1 
(1) A= | 0 | (2) B= 
0 
es 


| 


8. 已 知 4 的 jordan 的 标准 形 是 
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求 4 的 有 理 标 准 形 C. 


9， 设 
-1 1 0 
4 一 区 3 ,| 
1 0 
求 gtA)=A' 一 4 一 194!: 十 28A; 十 64 一 4E, 


10. 设 AEC*X" 可 道 , 试 证 4-: 可 表示 为 生 的 多 项 式 ， 
11. 求 下 列 和 矩阵 的 最 小 多 项 式 ， 


了 4 一 0 1 0 
(1) | 4 一 8 ef (2) 5 0 | 
一 4 ,es 3 0 


0 


已 OO 四 


3 
0 
《3) C= |0 
0 


OO WW + Do 


0 
ol. 
1 
0 0 3 
12. 《1) 证 明定 理 2. 9， | 
C2) 证 明定 理 2. 12 的 推论 . 
13, 证 明 满足 下 列 条 件 之 一 的 矩阵 4AE 人 OC** 可 对 角 化 . 
(1) A:+A=2E; (2) A"=E (mE N). 
14, 设 AEC*" 是 正规 矩阵 , 试 证 
(1) A 是 反 Hermite 矩阵 的 充分 必要 条 忻 是 4 的 特征 值 为 零 或 纯 虚 数 ; 
(2) 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 
15. 设 4,BECx" 都 是 Hermite 矩阵 , 试 证 ,4 是 Hermite 矩阵 的 充分 必要 
条 人 忻 是 A8=B4. 
16. 将 算 阵 A 西 对 角 化 : 
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0 zz 1 ; O° 1 
《1) 4= - 0 | os 0 | 
1 0 0 z 0 
17. 求 使 二 次 型 
入 一 一 亲人 | 十 了 下 一 并 — tioTy 小 3 一 HyXsy 
成 为 标准 形 的 酉 变换 ,并 判断 了 是 否 是 正定 二 次 型 ， 
18. 设 4E 安 ”是 半 正 定 矩阵 , 则 4 是 正定 的 当 且 仅 当 4 是 非 奇 异 的 . 
19. 设 1a zt) 是 内 积 空间 安 " 中 任 一 应 量 组 , 邻 
《HE14E:》 《Hz3tI》 rt ) 
pe IU) 《zst》 ends) 


{M1 + tr) Az sin) dhe {mn sus) 


(1) 验证 玉 , 是 Hermite 眠 阵 ; 
《2) 证 明 五。 是 半 正 定 的 
《37 证明 五 。 是非 奇异 的 充分 此 要 条 件 是 {zyar，…z ,线性 无 关 ， 
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第 三 章 “ 赋 范 线性 空间 及 有 界线 性 算 子 


赋予 范 数 的 线性 空间 构成 为 赋 范 线性 空间 . 赋 范 线性 空间 是 
话 函 分 析 研 究 的 一 类 重要 的 空间 , 任何 内 积 空间 (关于 由 内 积 导出 
的 范 数 ) 都 是 赋 范 线性 空间 ， . 

本 章 中 ,首先 介绍 赋 范 线性 空间 的 定义 ,空间 中 序列 的 收敛 性 
和 映射 的 连续 性 等 基本 的 分 析 性 质 . 在 此 基础 上 ,研究 赋 范 线性 空 
” 间 中 的 各 种 点 集 ,空间 或 集合 的 紧 性 、 有 界线 性 算 子 和 有 界线 性 泛 
涵 . 为 了 有 助 于 本 书后 继 部 分 的 学 习 , 本 章 还 介绍 有 限 维 赋 范 线性 
空间 的 性 质 以 及 方 阵 范 数 的 内 容 . 

另外 ,从 本 书 的 结构 来 讲 ,第 三 节 关 于 度量 空间 的 内 容 是 独立 
的 , 即 后 面 未 用 到 第 三 节 的 结论 .度量 空间 是 比 赋 范 线性 空间 更 广 
放 的 一 类 空间 , 度量 空间 不 具有 线性 结构 . 但 是 容易 看 到 , 赋 范 线 
性 空间 的 很 多 分 析 性 质 实际 上 在 度量 空间 中 也 是 成 立 的 . 在 第 四 
节 中 ,简略 地 介绍 了 建立 Lebesgue 积分 的 思想 、Lebesgue 积分 的 
有 关 性 质 以 及 在 数学 许多 分 支 中 应 用 较 多 的 L? 空间 . 


8 3. 1 赋 范 线性 空间 


在 熟知 的 R? 空间 中 ,每 一 个 向 量 x 二 (&€,,&)7 对 应 于 它 的 长 
度 上 zl =( 名 十 妈 六 .把 此 对 应 ( 即 一 个 映射 ) 所 具有 的 几 条 基本 
性 质 抽 象 到 一 般 线性 空间 ,作为 赋 范 线性 空间 的 定义 . 赋 范 线性 空 
间 中 序列 的 收敛 性 和 映射 的 连续 性 等 基本 的 分 析 性 质 是 本 节 研 究 
的 主要 内 容 . 完备 的 赋 范 线性 空间 , 即 Banach 空间 ,也 是 本 节 研 究 
的 一 个 重要 内 容 . 
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一 、 赋 范 线性 空间 的 定义 

定义 3.1 设 久 是 数 域 中 上 的 线性 空间 . 关 | :是 X 到 实 
数 域 丸 的 映射 ,对 于 任意 x,yEXX 以 及 aE 你 满 足 条 件 ， 

(1) 中 zj| 宕 0; 并 且 上 x 上 =0 当 且 仪 当 xz=0， 

(2) az =|all zl, 

(3) | z 十 y 上 雪上 zj 十 上 y 呈 (三 角 不 等 式 )， 
则 上 "| 称 为 了 上 的 范 数 ,(X, 上 :上 ) 称 为 赋 范 线性 空间 . 在 范 数 
不 致 于 混淆 的 情况 下 , 玻 范 线性 空间 (X, | * 1) 可 简 记 为 X. 对 于 
EX zl 称 为 z 的 范 数 . 

当下 为 复数 域 C 时 , 赋 范 线性 空间 X 称 为 复 赋 范 线性 空间 ; 
当下 为 实数 域 及 时 , 赋 范 线性 空间 X 称 为 实 赋 范 线性 空间 . 

由 定义 可 知 ,任何 内 积 空 间 ( 关 于 由 内 积 导出 的 范 数 ) 都 是 赋 
范 线 性 空间 . 具体 地 说 , 若 (X,《*,*)) 是 内 积 空 间 , 对 于 任意 xE€ 


甘 , 令 


zl|=v zr,z} 
( 兄 定义 1. 19), 则 | "| 满足 定义 3. 1 的 条 件 . 因此 ,(X, 上 "中 ) 是 
赋 范 线性 空间 ， 
内 积 空间 C", RR",7? 等 (关于 由 内 积 导 出 的 范 数 ) 都 是 赋 范 线性 
空间 . 


在 有 R? 中 ,定义 3.1 的 条 件 (3) 的 
几何 意义 ,就 是 “三 角形 两 边 之 和 大 于 


第 三 边 " 这 一 -原理 ( 见 图 3-1). 二 y 
下 面 再 举 一 些 赋 范 线性 空间 的 例 
子 . 
例 3.1 在 线性 空间 2(<p<  “ 
ce) 上 ,对 于 任意 I=(t ,6 ED, 图 3-! 
通常 定义 
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zl -Zler j >， 
则 是 赋 范 线性 空间 . 
例 3.2 六 表示 有 界 实数 (或 复数 ) 列 (8 6， -) 的 全 体 组 成 
的 集合 . 对 任意 了 = (620) y= 二 01, 各，…) EL 及 aE 民 ( 或 人 )，. 
定义 线性 运算 为 i 
| 袜 十 ?一 (后 十 有 名 十 7) 
az 一 《cei ,aé,,.…),， 
则 关 成 为 线性 空间 . 通常 定义 
lz = supls!, 
则 六 是 赋 范 线性 空间 . 
例 3.3 -在 线性 空间 人 (或 R*) 上 ,对 任意 z= 二 (€1 ,E0157 
EC"( 或 R"), 若 定义 


| zl = max |é|,. 
1<isen 


Iz,= (人 ebp) 
(特别 地 , 当 一 1 时 zi= >) 1&1; 当 p=2 时 上 z= 


ee 1 
(2 1&1?) 则 和 CC , 有 * | (或 (本 | 下) 和 
i 过 1 


CR" ,|* 中,)) 都 是 赋 范 线性 空间 . 

此 例 表 了 明 ,在 同一 个 线性 空间 上 可 以 赋予 不 同 的 范 数 ,成 为 不 
“后 的 赋 范 线性 空间 . 通常 把 (CC, 上， 2) (或 CR", | 站 ))? 简 记 为 
(或 有 R"). | 

例 3.4 在 线性 空间 CL[a,6] 上 ,对 于 任意 xEC[La,5j, 通 常 定 
多 

z= max |x(t) | ， 
则 CLa ,6 是 赋 范 线性 空间 . 若 定义 
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zh = lac) le, 
或 
| z1;= | 小 lead ， 
则 CCfa,5], .1 和 (Cfa,6], | .1 ?都 是 冉 范 线性 空间 . 


例 3.5 在 线性 空间 C"x" 上 ,对 于 任意 方 阵 A=[a]xs€ 
Crx", 若 定义 


| 4 1 。 = paar lod ， 


则 (2 ，| .| .是 赋 范 线性 空间 . 

关于 赋 范 线性 空间 与 内 积 空间 的 关系 ,前 面 已 经 指出 ,任何 内 
积 空 间 ( 关 于 由 内 积 导出 的 范 数 ) 都 是 赋 范 线性 空间 . 反 过 来 的 问 
题 是 :对 于 任何 赋 范 线性 空间 (X, | . | ) ,是 杏 存在 -- 个 天 上 的 内 
积 (, 使 得 X 中 的 每 一 个 元 素 工 的 范 数 1 zl 都 是 由 内 积 导 出 
的 范 数 , 即 | zl|= wxz5zy? 同 答 是 否定 的 事实 上 ,下面 的 例子 
表明 , 确 有 很 多 的 赋 范 线性 空间 ,其 范 数 不 是 由 内 积 导出 的 . 因为 
引 理 1.4 指出 ,内 积 空 间 和 中 由 内 积 导出 的 范 数 必须 满足 平行 四 
边 形 公式 ; 

z+ty +x-y| :=2( x 二 + yh )， 

其 中 必 ,yE X. 因此, 如果 某 个 赋 范 线性 空间 CX, 有 .| ) 不 满足 平 
行 四 边 形 公式 , 则 此 范 数 就 不 是 由 内 积 导出 的 . 

例 3.6 赋 范 线性 空间 /QS<p<<o0), 当 p 关 2 时 z+ 的 范 数 不 
是 由 内 积 导 出 的 , 事实 上 , 取 

Xo = Cl,10,0.00), yo = 1, CO—10.0.) EAL, 

则 1 zs = 上 y% 和 上 =25 但 上 zo 十 yo 有 = 上 x 一 J 上 二 2. 显然 zo 和 
y 不 满足 平行 四 边 形 公式 . 

因此 , 冉 范 线性 空间 是 比 内 积 空间 更 为 广泛 的 一 类 空间 . 


91 


二 ,由 范 数 导出 的 度量 
在 有 全 : 中 ,任意 两 点 zx= (6 和 3 一 (77 的 距离 dz 可 
以 表 未 为 二 向 量 zx 和 y 之 差 的 范 数 z 一 > | , 即 
alr,y) = ze—yl 
一 (各 一 及 下 十 (名 一 为) 已 
其 直观 含义 从 图 3-2 中 可 以 看 出 . 
依 此 方法 ,可 类 似 地 在 一 般 的 z 一 (与 ，&) 
赋 范 线性 空间 中 定义 任意 两 点 的 距 
离 . 8 
定义 3.2 设 (X, :| 上) 是 赋 
范 线性 空间 ,对 于 任意 z,yE XX, 令 
dlr,y) = lx—y|, 
则 4 是 一 个 XXX 到 [0, 十 wo) 的 图 3-? 
映射 ,d 称 为 赋 范 线性 空间 X 上 由 
范 数 导出 的 度量 (或 称 为 距离 函数 ),d(z,y) 称 为 点 工 与 ?的 距 
离 . 
容易 验证 由 范 数 导出 的 度量 对 任意 r,y,zEX 满足 以 下 条 
件 ， 
(1) dtrsyy) 之 0, 并 且 cz yy) 一 0 当 且 仅 当 一 y， 
(2) dyY) 一 以 (7 工 )， 
(3) dz yAd(r2) + (dz y). 
例如 ;由 范 数 的 三 角 不 等 式 ,得 到 
d(x,y) = zy | zz |+l zy 
—d(r,2)+d(z,y), 


pf 


y= (92) 


即 条 件 (3) 成 立 、 
此 外 ,由 范 数 导 出 的 度量 还 具有 如 下 特殊 的 性 质 . 
引 理 3.1 设 (X, 上) 是 赋 范 线性 空间 ,d 是 由 范 数 导 出 的 
页 量 , 则 对 于 任意 z,y,zEX 及 任意 aE 尼 ,下列 结论 成 立 ， 
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(1) dz 十 zyy 十 z) 一 CCzyy)， 
(2) darsay)= [eld lr, y). 
证 明 由 于 ezy) 一 | 一 > 下 , 则 ， 
dr zy 十 2) 二 (十 2) 一 《y 十 z) 
=|z~—y| =d(z,y), 
并 且 
d(azyay) 一 | az 一 ay 站 一 ez 一 
一 |ald(z yy. 证 毕 . 
定义 3.3 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,4 和 8 是 XX 的 非 空 子 集 ， 
ZEX 了 是 各 上 由 范 数 导出 的 度量 , 记 ， 
d(A,B)= inf{dl(riy) lz E Ay EB 
~ inf{|z—yl |z EA,yE 五 )， 
d(A,B8) 称 为 4 与 B 的 距离 . 
单元 素 集 {z。} 与 B 的 距离 称 为 点 zx 与 集 B 的 距离 , 记 为 
d(zrorB) ,BT | 
df(zo,B) = d({xo},B)= inf{ | zo—yl ly€ B}. 
记 
A) = sup{ | zr—yl lz,y € A}. 
6 (4) 称 为 集 4 的 直径 . 车 5644) 过 十 吕 , 则 4 称 为 是 有 界 和 的 . 否 
则 ,4 称 为 是 无 界 的 . 
引 理 3.2 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,4CX. 则 4 是 有 界 的 当 且 
仅 当 存在 >>0 使 得 对 一 切 zxE4 都 有 
fz < 
证 明 若 有 4 是 有 界 的 , 即 6(4)< 过 十 co, 取 定 一 点 zo€ 4, 令 
二 SC4) 十 有 zo 趾 十 1; 则 对 一 切 xE 4 都 有 
zj 和 zz 十 全 zxo 
At rl rr. 
反 过 来 , 若 存在 ~>0 使 得 对 一 切 xz€E 4 都 有 上 x+ 上 <r, 则 对 任 
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意 zy,y 皇 4 有 
{lz—yl| 志 (zl+ (yl<r+tr= 2r. 

取 上 确 界 , 则 得 到 9(4) 委 2r. 证 毕 . 

三 . 收 笋 序列 与 连续 映射 

轴 中 的 数列 {a,} 收 人 鳃 于 a 是 指 ,着 对 于 任意 e>0, 存 在 NE 
对 ,使 得 对 一 切 x>N 都 有 

la:—a1< s， 

记 为 lima， =a, 

显然 ， lima,=a 等 价 于 limla -al 一 0 

由 于 赋 范 线性 空间 中 由 范 孝 可 以 导出 度量 ,因此 ;很 自然 地 可 
以 把 实数 列 收敛 的 定义 推广 到 一 般 的 赋 范 线性 空间 . 

定义 3.4 设 iz} 是 赋 范 线性 空间 (总 ,让 ,站 ?中 的 序列 . 若 存 
在 ZE 有 ,使 得 im zs 一 工 」 一 0, 即 对 于 任意 s 盖 0, 存 在 正 整数 N， 
使 得 对 一 切 a>XN 都 有 

| z, 一 工 儿 < e， 

则 称 序列 {zx,} 依 范 数 收 襄 于 xz,z 称 为 序列 {z,} 的 极限 , 记 为 z= 
limzn, 或 简 记 为 ro 一 工 

在 内 积 空 间 关中 序列 {x} 收敛 于 z 是 指 此 序列 依 由 内 积 导 
出 的 范 数 收 僵 于 x. 

在 赋 范 线性 空间 基 中 ， 有 限 多 个 元 的 和 仍 从 是 X 的 元 素 . 
但 是 苹 中 可 数 多 个 元 素 X14,z2，… ,x,，… 的 利 是 否 是 义 的 元 素 呢 ? 
从 形式 上 可 记 

Zl 十 工 十 … 二 Ta 十 一 p32 

上 式 可 能 有 意义 ,也 可 能 没有 意义 . 类 似 于 微 积分 中 无 穷 级 数 的 
定义 ,在 赋 范 线性 空间 中 可 以 作 如 下 定义 . 

定义 3,5 设 {zx,} 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 一 列 元 素 . 作 部 分 
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和 序列 {s,} ,其 中 
sn 一 2 (n € N). 
若 序 列 {s,; 是 收 合 的 ， 即 存在 s€ 多 ,使 得 
ln De 


则 级 数 > >, 称 为 是 收 敏 的 ,s 称 为 >)z, 的 和 , 记 为 


若 > | xz. 是 收敛 的 , 则 级 数 > 称 为 是 绝对 收敛 的 . 


舍得 注意 的 是 ,在 赋 范 线性 空间 x 中 ,绝对 收敛 的 级 数 不 - 
定 是 收敛 的 . 要 保证 和 中 每 一 个 绝对 收获 的 级 数 都 是 收 伍 的 ,可 
见 后 面 的 定理 3. 5. 

级 数 的 收 僵 相当 寺 其 部 分 和 序列 的 收敛 . 收敛 序列 有 加 下 性 

引 理 3.3 若 {z。} 是 占 范 线性 空间 X 中 的 收敛 序列 , 则 

(1) {zo} 是 有 界 的 ; 

《2) {zx} 的 极限 是 唯一 的 . 

证 明 (1) 设 z. 一 z. 取 e=1, 则 存在 正 整 数 入 使 得 对 一 切 
n>>N 有 

| zx, —z ||<1. 

令 c= 二 1 十 max{ | 这 务 入 部 | nhs | TN | ,1} , 则 对 -一 切 n€EN 都 


二 


| Tn |<e. 
由 引 理 3， 2， {zx,} 是 有 界 的 . 
《2) 若 z 一 工 且 又 有 zy 由 于 
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lz—yl zz lz,—y1| ~ ¢, 

则 zx 一 y=0;,; 从 而 z= 二 yy. 证 上 毕 . 
下 面 ,作为 一 个 具体 的 例子 ,讨论 实 值 连续 函数 空间 C[a,8] 
序列 收 化 的 含义 . 例子 中 用 到 函数 列 “ 一 致 收敛” 的 术语 . 和 于 不 

0 可 阅读 本 节 末 尾 的 附录 . 

例 3.7 设 !iz,} 是 CLa,6bj 中 的 序列 .CLa,5j] 中 的 范 数 通常 指 

”最 大 值 范 数 , 即 对 于 zE€E Cfa,6]， 

| z= max | 天 (7) | 

则 CLa,8] 中 的 序列 {z;} 依 范 数 收 钱 3: xz 当 且 仅 当 闭 区 间 [a,8] 上 

的 连续 函数 列 {xz,{2) ;在 [2,5] 上 一 致 收 僵 于 zx). 

证 明 若 C[la,85] 中 的 序列 {xz,} 依 范 数 收 伍 于 xz, 则 对 于 任意 

s>0 存在 NEN, 使 得 对 一 切 n>>N 都 有 

| zz | =max|r.() —r(D)|<e, 
从 而 对 一 切 n>>N 及 任意 1:€[a,6] 都 有 
ze) — X(t) | 
这 表明 ， 连续 函数 列 |; {zeki) 在 [La ,所 上 一 致 收 你 于 zCG). 
反之 ,车 连续 孙 数 列 {zC)} 在 [a,8J] 上 一 教 收 仑 于 之 (4) , 则 可 

得 到 x(2) 在 [Lab] 上 连续 的 结论 , 妈 rE CL[a,6]. 事实 上 ,由 一 致 收 

人 钱 性 ,对 于 任意 s>>0, 存 在 NE 人 ,使 得 对 一 切 n> 入 及 任意 iE 

[ae ,5 都 有 

| >z。 4 (3. 1) 

选 定 一 个 大 于 入 的 ,由 于 xz.kt) 连 续 ， 则 存在 8>0 使 得 当 | | 

< 人 时 有 

1) 一 ze 一 3 
于 是 | 
Ix’ )— eR )—2 C2 ) ||, Ce' ee (2) | 
| 十 lz。 (2) — z(t) | 
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ge 
这 表明 x(z) 在 任意 1€ [a,5j 处 连续 , 即 x€ Cla ,6]. 
再 由 (C3.1) 式 可 得 到 ,对 一 切 n 之 入 
| zx,—zxH = max | ZE) 一 工 (z)| < es， 
这 表明 Cla,6] 中 的 序列 {z 依 范 数 收 仇 于 证 毕 ， 
下 面 研究 两 个 赋 范 线性 空间 之 间 的 连续 足 射 . 
定义 3.6 没 了 是 峰 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 了 的 区 
射 . 
(1) 取 zeo 拭 X, 若 对 于 任意 s>>0, 存 在 9S>0, 使 得 X 中 所 有 满 
足 | zx 一 ze < 的 zx, 有 
flr)— fr) | ae, 
则 称 f 在 点 x, 连续 . 
(2) 若 f 在 XX 的 每 ~- 点 都 连续 , 则 称 了 在 了 上 连续 . 
为 了 证 明 映 射 的 连续 性 ,常常 用 到 下 面 的 等 价 条 件 . 
定理 3.1 设 了 上 是 赋 范 线性 空间 到 赋 范 线性 空间 Y 的 映 
射 , 则 了 在 点 z。EX 连续 , 当 且 仪 当 对 于 XX 中 任意 序列 {zx,} , 若 在 
关中 >To,y 则 在 了 中 f(z,)> 了 (xo)， 
证 明 必要 性 . 车 了 在 点 zo 连续 ,由 定义 ,对 任意 e 守 0, 存 在 
6>0, 使 得 羡 中 所 有 满足 x 一 xo 上 <<6 的 t+, 有 
| .cz 一 zol < 
若 {x,} 是 XX 中 的 序列 且 x,->xo, 则 存在 和 NEN, 使 得 对 一 切 n 半 
,有 xz, 一 zo 上 之 5, 从 而 对 一 切 n 之 入 
fC) ~ f(r) | < 
因此 ,在 Y 了 中 f(x.) 一 f(zo). 
充分 性 . 假若 了 在 点 zo 不 连续 , 则 存在 e>0, 使 得 对 每 一 个 6 
>>0 有 一 个 xz;E 到 ,满足 
zx 一 zo 过 56, 但 上 f(z) 一 f(x) | 2. 
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特别 地 , 取 8=- 二 , 则 有 zx,EX, 满 足 
jx 一 zo 之 二 ,但 上 f(r) 一 f(z) 之 
订 见 , {xz} 是 中 的 序列 且 zs 一 zo; 但 序列 {f (x.)) 不 收 化 于 
大 (ro). 此 与 假设 条 件 矛 盾 . 证 毕 ， 
应 用 此 定理 ,可 以 得 到 赋 范 线性 空间 中 范 数 的 连续 性 ,线性 运 
算 的 连续 性 ,以 及 内 积 空间 中 内 积 的 连续 性 等 结论 . 为 此 ,需要 如 


下 准备 工作 ， 
在 赋 范 线性 空间 X 中 ,对 于 任意 x,y€ 关 ,不 等 式 
上 > zjlaly—zl (3.2) 
成 立 . 捉 实 下 ,由 角 不 等 式 盾 y 上 寺中 y 一 了 全 十 zx: 得 到 
ly —lzl<ly—zl, (3. 3) 
另 一 方面 ,再 证 用 三 角 不 等 式 儿 z 玫 和 十 z 一 ?省 十 下 3 下, 得 到 
zl lyle ly—zl. C3. 4) 


因此 ,由 不 等 式 (3,.3) 和 (3.4) 立 即 得 到 不 等 式 (3. 2)， 
在 RR 中 ,不 等 式 (3.,2) 的 几何 膏 义 , 正 是 “三 角形 两 边 之 凑 小 
于 第 三 边 ” 这 一 -几何 原理 . | 
应 用 定理 3. 1 及 不 等 式 (3.2) 可 推出 下 面 的 定理 . 
定理 3.2 范 数 是 连续 的 , 即 赋 范 线性 空间 CX, 上 * 上) 中 的 范 
数 "是 六 到 号 的 连续 映射 . 
证 明 ”对 于 任意 xzE€ 关 入 中 任意 序列 {zx,}), 蔡 zz, 由 不 
等 式 (3. 2) 得 | 
fz orti 人 lz-0 (一 co)， 
则 | zl > x |. 证 些 ， 
定理 3. 3 在 赋 范 线性 空间 义 中 ,线性 运算 是 连续 的 . 
”证 明 ”对 于 任意 zx,yE 久 以 及 中 任意 序列 {xz 和 {y,), 若 
TT yy , 则 当 co 时 
Ct 二 3 一 《7 十 放款 上 z 一 + 十 y% 一 y| 一 0. 
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这 表明 x 十 yz 十 y; 姑 加 法 运算 "十 "是 连续 的 . 同样 本 证 明 数 
乘 运算 也 是 连续 的 . 证 毕 . 
定理 3.4 在 内 积 空间 (天 ,9*)) 中 ,内 积 是 连续 的 , 即 对 于 
X 中 任意 序列 {xj} 和 和 iyo) , 若 roz 且 wy 则 (ro 一 人,y)7. 
证 明 由 Schwarz 不 等 式 ; 
ry) — rr) (Ty) | 二 | ys) CO— (ry)| 
= | {zx,—x ys) | + | (ry y)) 
ry 一 yl. 
由 于 ye=**y* 则 { | 外) 是 有 界 的 . 政 由 条 件 x 一 x 和 yy 得 到 
于 面 不 等 式 的 有 端 趋 于 0, 从 而 
i roy3o 一 《rryy)| 一 0， 证 毕 . 
丘 范 线性 空间 县 右 线 性 结构 和 范 数 . 因此 ,两 个 赋 范 线性 空间 
的 同 构 可 作 如 十 定义 . i 
定义 3.7 设 久 和 Y 是 在 同一 数 域 虹 上 的 两 个 赋 范 线性 袍 
间 , 了 : 了 XY 是 映射 . 若 工 既是 双 射 你 是 线 性 算 子 , 划 保持 范 数 ， 
即 对 每 -个 x€E 勾 
| [r= rh, 
则 工 称 为 中 到 了 于 的 等 距 同 构 映射 , 
若 存 在 一 个 并 人 刘 站 上 的 等 距 问 构 上 映射 , 则 X 和 了 称 为 是 等 
距 同 构 的 . 
两 个 等 距 同 构 的 赋 范 线性 空间 和 和 了 在 等 距 同 构 的 意义 下 ， 
可 以 看 作 是 同一 的 ,因此 在 此 意义 下 ,可 以 记 为 怀 一 了 . 
,Cauchy 序列 与 Banach 空间 
定义 3.8 设 {zx,} 是 赋 范 线性 空间 关中 的 序列 . 苦 对 任意 e> 
0, 存 在 正 整数 入 ,使 得 对 一 切 m,n>>N, 有 
| zx, —7, | < e, 
则 序列 {zz} 称 为 天 中 的 Cauchy 序列 ,或 称 为 基本 序列 . 
5l 理 3.4 设 ir,} 是 赋 范 线性 空间 XX 中 的 序列 . 
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(1) 车 {x,} 是 Cauchy 序列 , 则 {z,} 是 有 界 的 . 

《2) 若 Caucby 序列 {zx.} 有 一 个 子 序列 {zx} 收 钱 于 工 , 则 序列 
{zo) 也 收效 于 工 . 

(3) 车 {zx,} 是 收敛 序列 ; 则 {z,} 是 Cauchy 序列 ,但 道 命题 不 
真 . 

证 明 (1) 留 作 习题 . 

(2) 对 任意 6 之 0, 因 x, 一 z, 故 存在 NiE 入 ,使 得 对 一 切 >> 
Ni 恒 有 

mA 


又 由 于 {zz) 是 Cauchy 序列 , 故 存 在 NE 站 ,使得 对 - 切 和 >， 
恒 有 
[a 
令 N=max (NN, Ns}, 则 对 一 切 n>N 及 任 取 的 n> 有 
lz zz z+ zx, zl 
[3 E 
< 十 pi 
因此 , limx,= x. 
(3) 若 zz, 则 对 任意 8 守 0, 存 在 和 NEA; 使 得 对 一 切 r,n 计 
NN, 恒 有 


[3 [3 
| x。 z| < 了 3， | zx 一 工 二 到 方 . 


于 是 
Iz zn SH —zl| + zz Sg + 
{zs 是 Cauchy 序列 . 
为 证 明 逆 命 题 不 真 ,我 们 考察 下 面 的 例子 ， 
令 久 ={z|z=( 包 ,和 ,…), 其 中 仅 有 有 限 个 不 为 零 ). 按 通 
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B= 


eAthena Herm mamta. wh a 
gE te 


常 序列 的 加 法 和 数 乘 ,X 成 为 线性 空间 . 对 任意 rzE, 范 数 定 义 
为 。 


| zl 二 max|é|, 
i€ Hy 


则 X 是 赋 范 线性 空间 . 设 zz 二 (1, 去 ,…, 广 :0;0,…), 则 {zo 好 名 
是 X 中 的 Cauchy 序列 ,但 它 在 XX 中 不 收 笋 . 证 些 . 

定义 3.9 若 威 范 线性 空间 X 中 每 - :个 Cauchy 序列 都 收 
敛 , 则 称 区 是 完备 的 . 完备 的 赋 范 线性 空间 通常 又 称 为 Banach 空 
间 . 

”车 内 积 空间 六 关于 由 内 积 导出 的 范 数 是 完备 的 赋 范 线性 空 

间 , 则 称 头 是 Hilbert 空间 . 

例 3.8 ”空间 有 & 和 C 都 是 完备 的 ， 

证 明 先 证 任何 实数 列 必 有 单调 的 子 列 

设 有 实数 列 {z,) , 记 区 ;二 {rpszprts…) ,一 1,2,…. 当 每 个 
集合 Es 都 有 最 大 值 时 ,选取 


Tn — maxEli, x», — maxE, rr" sz =maxk,, 41""" 


显然 {x} 是 {zr,) 的 一 个 单调 威 少 的 子 数列 . 当 存 在 某 个 E,= {xz,， 
Zpt1;"") 无 最 大 值 时 , 则 对 任意 wp ,EE 也 无 最 大 值 . 此 时 ,选取 
Tn, 二 xp} 于 是 {zp4) ;7pt29""") 中 必 有 一 个 大 于 Ts1: 取 其 为 XZ", 而 在 
zatvyzoi2r 中 必 有 一 个 大 于 zx， 取 其 为 zx。 假定 已 选取 zz。 
之 Tr 则 在 (zt ,zu+2 中 仍 有 某 一 个 大 于 Tn, ,; 取 其 
为 +, ,, ,如 此 继续 下 去 , 便 得 到 {zx} 的 一 个 半 调 增 的 子 列 {zx}，. 
再 证 及 中 的 任 倍 Cauchy 数列 {zx,} 痢 是 收 合 的 (此 即 Cauchy 
收 化 准则 ). 
由 引 理 3. 4(1), {x,} 是 有 和 界 的 , 故 有 一 个 单调 有 界 的 子 列 
{zu 上 由 单调 有 界 准 则 知 {z ;收敛 . 再 由 引 理 3. 4(2) 知 {zx,} 收 合 . 
因此 及 是 完备 的 . 由 及 的 完备 性 , 易 证 作 是 完备 的 。 证 毕 . 
下 面 讨论 以 前 列举 过 的 一 些 空间 的 完备 性 . 
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例 3.9 本 和 Ce 若 任 .元素 z 一 全 ,7 的 范 数 定义 为 
lrl=( 101), 


则 机" 和 作 * 前 是 Banach 空间 . 因此 ,R" 和 按照 例 1. 21 中 定义 的 
内 积 是 Hilbert 空间 . 

证 明 先 证 明 R" 是 完备 的 . 设 {xri} 是 闪 中 任意 Cauchy 序列 ， 
对 任意 e 汪 0, 存 在 下 整数 入 ,使 得 对 一 
切 &,m>N, 有 


1 
Iai—zal = ( 2 6 


于 是 ,对 每 一 个 5 一 1 0 有 
、 IE ti" <e. 
这 表明 ,对 每 个 2G 二 1,… yn) ,1 人 是 怀 中 的 Cauchy 序列 .后 
于 及 的 完备 性 ,可 设 当 & 一 20 时 
有 一 (=1,°" ,7). 
今 7 二 (6 ,6)7 则 ER", 并 且 由 (3.5) 式 , 令 到 一 0 得 到 
| zz | Se, 
戎 zx 一 z (R20), 所 以 是 完备 的 . 
将 C" 中 的 每 一 个 元 素 的 航标 分 为 实 部 和 虚 部 ,可 以 用 上 面相 
同 的 方法 证 明 安 " 是 完备 的 . 
Be 和 按 如 下 定义 的 范 数 


ETE NA 


zl = max |&| 
也 都 是 Banach 空间 . 
” 例 3.10 ZUsp<oo), 若 任 一 元 素 z= (6 )EL 的 范 
数 定 义 为 
1 
卜 六 人 二 SN 


1 一 1 
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刚 姑 是 Banach 空间 .因此 ,2 接 例 1. 22 中 定义 的 内 积 是 Hilbert 
空间 . 

证 明 设 iz,}) 是 7' 中 任意 Canchy 序列 ,z= (名 总则 
对 于 任意 :过 0, 存 在 止 整数 入 ,使 得 对 一切 m,n2> 入 ,有 


| zs 一 zol =( 3 [Em ee (3.6) 


于 是 ,对 每 一 个 1:E 开 有 
[été < 
这 表明 ,对 每 -个 2 下 ,人 (7”)} 是 有 (或 中 中 的 Cauchy 序列 .由 于 于 
或 C)? 的 完备 性 ,可 设 当 ace 时 
Sré GEN). 
邻 z 一 《ee “) ;现在 证 明 zxE2r Hx. 事实 上 ， 后 (3， 6) 趟 ， 
对 一 切 mn>NN 和 kEN, 有 
5 (im — Em et. 
令 m 吕 ,得 到 
= 
i=1 
对 一 切 za>N 和 EN 成立 . 再 令 & = 得 到 
1 Ee 3779 


这 表明 开 一 加 一 《后 一生 7 名 一 上 和 下 .又 因 关 所 好 , 帮 工 一 了 
十 (x 一 z,)E€4t. 同时,(3.7) 式 表明 z,->z. 
例 3.11 CLa,5]. 若 任 一 元 素 xE€[fa,8] 的 范 数 定义 为 
jz = max|z(?)|, 
则 C[a,65] 是 Banach 空间 . l 
证 了 明 设 {x,} 是 CLa,5j 中 任意 Cauchy 序列 , 则 对 任意 60， 
存在 正 整数 N, 使 得 对 -… 切 m,n>>N ,有 


zs — xl = max|Tnlt) — zt) {< te. 
otsh 
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于 是 ,对 每 一 点 +E [a,b] 有 
[zt — zx) | (3.8) 
这 表明 ,对 每 -点 +E La,bj,{zxa(t)} 是 及 (或 品 ) 中 的 Cauchy 序列 . 
出 于 有 (或 性 ) 的 完备 性 ,可 设 当 n>20 时 
， T(t) > 工 (zt)， 
当 上 在 [La ,5 于 变动 时 ,就 得 到 一 个 定义 在 [a,2 上 的 函数 zt). 现 
在 证 明 ze Cra , 纪 且 zz. 事实 上 ,在 (3.8) 式 中 令 mco, 得 到 
[zDD 一 To 全 
对 一 切 x>>N 和 +tE€[a,5j 成 立 . 因此 ,{z,(2)}) 在 [a,58] 上 一 - 致 收 全 
于 x 四, 并 且 zr(2) 是 [a,8] 上 的 连续 函数 .由 例 3. 7 知 ,zt 一 x. 
例 3.12 7™”, 若 任 一 元 素 z= 二 C61,6,,…) E41" 的 范 数 定义 为 
1 zl = suplsl, 
则 所 是 Banach 空间 . (证 明 与 上 面 各 例 类 似 , 留 给 读者 .) 
下 面 给 出 两 个 不 完备 的 赋 范 线性 空间 的 例子 . 
例 3:13 车 CLa,5b] 中 任 一 元 素 z 的 范 数 定义 为 


1 
EA NE 


则 赋 范 线性 空间 (CLa;,5], |， 1) 是 不 完备 的 . 
证 明 对 每 一 个 n€ 对 ,在 [0,1] 上 定义 函数 


0 .| az E [0, 洱 ) 
T+ Dt} 当 t €E[3 0] 
1 . 当 t € (au,1] 
这 里 a 二 记 十 z 二 1- 从 图 3-3 中 可 以 看 出 ,每 一 个 z.ECL0,1] 并 


且 | x。 一 x, 中等 于 图 中 三 角形 的 面积 , 当 mn>> 寺 时 
| Tm Tn | Ee. 
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因此 ,fx 是 (C[o,I], 1 1 0 中 的 Cauchy 序列 . 
现在 证 明 !z,j 不 收敛 ,因此 (CCo,1] ,1 .1 ,) 是 不 完备 的 . 事 
实 于 , 假 共 x 一 xECL0;,1J, 则 


| 1 
| zz | [zt)— zr) [dz 
Sp 1ztt) dz 十 Ih Xt) — xr) dt 
9 加 . 


+| |1 — T(t)|di->0 (1 — 20). 
由 于 上 式 中 的 三 个 积分 都 是 非 负 


的 , 则 这 三 个 积分 必 分 别 关于 0( 当 | ii bE 
xco 时 ) ,因此 得 到 | rd 


0 re€ [0,1) 
TD) -| 、 
1 当 te (地,1] 


此 与 zx 在 [0,1] 上 连续 相 矛 盾 . 
故 {z,}) 不 收敛 . 
例 3.14 PL[L0,1] 表 示 财 区 间 5 


于 
[0,1] 上 的 多 项 式 的 全 体 . 按照 通常 2 
函数 的 加 法 和 数 乘 ,P[0,1] 构 成 - 图 3-3 
个 线性 空间 . 若 任 一 元 素 zE P[0,1] 的 范 数 定义 为 


| zl = max|z(t)|， 
Os 


则 贱 范 线性 空间 PL0,1]j 是 不 完备 的 . 
证 明 对 于 每 一 点 zE€[0,1]; 令 


t= DE (a€N), 
1 一 】 


X(t) 一 -ef 


]05 


注意 到 “= > 左 , 易 见 (zx,) 是 PL0,1] 中 的 Cauchy 序列 ,但 是 


Zz, 在 PL0， 人 

在 泛 明 分 析 中 ,有 很 多 基本 定理 都 要 求 空 间 完 备 的 条 件 , 这 
里 ,对 于 前 面 提 到 的 一 个 问题 作 一 证 明 ， 

定理 3.5 设 卫 是 赋 范 线性 空间 .XX 中 矢 一 个 绝对 收敛 的 级 
数 都 是 收敛 的 当 且 仅 当 四 是 完备 的 . 

证 明 充分 性 . 设 是 X 中 任 一 绝对 收复 的 级 数 , 它 的 部 
分 和 序列 为 {s,} ,其 中 

一定 (7 和 好)， 
对 于 任意 正 整 数 加 ,大 (不 妨 设 rx<<) ,有 
Sm 一 人 上 一 | 这 由 4 1 十 pe 十 之 | 
志 | xsi 十 一 十 上 xz 中， 

故 {s,) 是 Cauchy 序列 , 由 匀 的 完备 性 , 则 存在 yoEX 使 得 s, 一 s。， 


“有 即 > 一 $0, 
必要 性 . 车 {s,} 是 苹 中 任 一 Cauchy 序列 ， 则 对 每 一 个 上 E 如， 
存在 niEN, 使 得 对 一 切 加 和 Pa 有 
| ss 一 < 2. . 
对 于 各 个 选取 的 nn, 可 进一步 要 求 满足 
NNN 

这 样 , 得 到 {s,} 的 一 个 子 序列 {5s ). 令 

Ti Sm? Te Sa Sa 

Ti = — sn, 
则 
Dlal<ls,lt+ 2 = l,l + 
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这 表明 ,绝对 收敛 . 由 假设 条 件 , 得 到 > zi 收 黎 , 即 存在 *E 
克 二 1 Disak | 
了 使 得 
ss, = 3 —~s (kk 一 co), 


因此 ,Cauchy 序列 {5,)} 有 一 个 收 化 的 子 序列 {5 }, 应 用 引 理 3. 4 
(2),{s,} 也 收 化 于 s. X 的 完备 性 得 证 ， 

五 .等 价 范 数 

在 线 竹 空间 上 一 般 可 以 赋予 不 同 的 范 数 .下面 介绍 在 同一 线 
性 空间 上 两 个 范 数 等 价 的 概念 . 

定义 3.10 设 上 "和 和 | 中 ,是 线性 空间 对 上 的 两 个 范 数 . 
车 存在 正 数 a 和 5b, 使 得 对 于 每 一 个 xEX 都 有 

a | 王者 :A | zi ae liz 1,, 

则 范 数 是 zx 让 ,和 上 x 川 ; 称 为 是 等 价 的 . 

容易 看 出 , 若 线性 空间 天 上 的 两 个 范 数 二 -上 ,和 站- 1: 是 等 
价 的 , 则 上 1, 和 | 中 ,1 也 是 等 价 的 ， 

车 线性 空间 X .上 的 两 个 范 数 上 :i 和 上 :是 等 价 的 , 则 不 
难 证 明 ( 留 作 习 题 ) 

GD) (zs) 是 (X, | .1 中 的 Cauchy 序列 , 当 生 仅 当 {x,) 是 
( 久 ; 上: 有》 中 的 Cauchy 序列 ， 

(2) 序列 {z) 依 范 数 | .1 收敛 于 <, 当 县 仅 当 (zs)} 依 范 数 
人 于 : 收 茹 于 rz 

(3) 由 (1 和 (2 立即 可 得 到 ,(X, 站 小) 是 Banach 空间 , 当 
且 仅 当 ( 和 X， | | >:) 是 Banach 空间 . 

在 8$3.7 中 ,将 证 明 下 面 一 个 结论 5 见 定理 3. 30) : 

有 限 维 线性 空间 上 任何 两 个 范 数 都 是 等 价 的 . 

六 、 子 空间 

定义 3.11 设 (X ,外 | 外) 是 赋 范 线性 空间 ,了 是 和 的 线性 子 
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空间 . 车 对 于 Y 中 任意 元 素 > 的 范 数 定义 为 ?作为 不 中 的 元 索 的 
范 数 1 y | , 则 YY 本 身 也 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 . 此 空间 Y 称 为 赋 
范 线性 空间 入 的 子 空间 . 

由 此 定义 , 赋 范 线性 空间 X 的 任意 一 个 线性 子 空间 ,按照 X 
中 定义 的 范 数 , 皆 可 成 为 赋 范 线性 空间 下 的 子 空间 . 

关于 内 积 空间 的 子 空间 ,已 在 8 1. 3 中 介绍 过 ( 见 定义 1. 21)， 

应 当 注 意 ,Banach 空间 X 的 子 空间 是 指 X 作为 赋 范 线性 空 
闻 的 子 空 间 . 因此 ,Banach 空间 的 子 空间 不 一 定 是 Banach 空间 . 
同样 ,Hilbert 空间 的 子 空间 也 不 一 定 是 Hilbert 空间 . . 

例如 ,在 例 3. 14 中 ,PLa,6] 实 际 上 是 Banach 空间 Cfta ,5 的 
子 空间 ,但 是 P[a ,6] 不 是 Banach 空间 . 

稍 后 ,在 8$ 3. 2 中 将 给 出 一 个 完备 空间 的 子 空间 是 完备 空间 
的 充分 必要 条 件 ( 见 定理 3. 9). 


附录 函数 列 的 一 致 收敛 


设 ECR,f 是 世 到 及 的 映射 ,或 称 为 E 上 的 函数 , 须 说 明 ,用 “/” 表 示 玉 
上 的 函数 与 习惯 记 法 “f(z》(zEE)” 或 简 记 为 "f(z)” 是 一 致 的 . 

首先 ,回顾 一 下 函数 列 处 处 收 租 的 定义 . 

设 {f,(z)} 是 定义 在 世情 上 的 函数 列 ,车 存在 EE 上 的 活 数 (x), 对 于 
任意 ziE 已 ,任意 >0, 存 在 正 整数 ,使 得 对 一 切 a>N, 有 


[fn Cto) —f(z)| < Ey, 《3， 9) . 


则 称 函 数列 {f(z)) 在 E 上 处 处 收 全 于 f(x). 

一 般 说 来 ,在 上 述 定义 中 的 NN 不 仅 与 < 有关 而 且 与 zx。 有关 .如果 对 于 
之 0, 能 找到 一 个 正 整数 NN, 适用 于 一 切中 的 点 x( 即 仅 与 。 有 关 而 与 x 无 
关 的 NN) ,使 得 (3. 9) 式 对 一 切 >> 成 立 ,那么 就 得 到 下 面 关于 函数 列 一 臻 
收 语 的 定义 . 

定义 3.12 设 瑟 CC 如,{/(z)} 是 定义 在 巨 上 的 函数 列 , 者 存在 号 上 的 函 ， 
数 /(z), 对 于 任意 >0, 存 在 正 整数 N, 使 得 对 一 切 za>>N 及 一 切 xz 人 巨 , 皆 
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有 
[ftz)— flr)| < e， 


则 称 函 数列 (Crz))} 在 五 上 一 致 收 
效 于 f(z). 

显然 ,{f (x)} 在 琅 上 一 致 收 但 
于 (zz) 必 然 处 处 收 伍 于 f(x). 但 
是 其 道 不 成 立 ， 

如 图 3-4, {5《z)) 在 区 间 [a,5] 
上 一 致 收 伍 于 f(x), 在 几何 上 表 
示 : 当 n>N 时 ,函数 y 一 所 (xz) 的 图 Of < 
形 完 全 落 在 二 曲线 y= 二 f(z) 一 与 
y= 二 f(x) 十 e 为 界 的 带 形 区 域内 . 图 3-4 


$ 3.2 赋 范 线性 空间 中 的 点 集 


赋 范 线性 空间 中 的 元 素 也 常 称 为 点 或 向 量 . 本 节 将 要 介绍 的 
赋 范 线性 空间 中 的 开 集 、 闭 集 和 闭 包 等 概念 都 可 以 在 数 直 线 攻 (或 
Re? 和 型 ?中 找到 它们 的 模型 . 这 样 ,可 以 借助 于 实际 的 模型 帮助 我 
们 理解 一 般 赋 范 线性 空间 中 这 些 点 集 的 性 质 . 此 外 ,在 本 节 中 还 将 
介绍 空间 中 的 稠密 集 和 可 分 空间 等 基本 概念 . 

一 、 开 和 集 和 闭 集 - 

定义 3,13 设 关 是 赋 范 亚 性 空间 ,zo€E 关 ,7r 之 0. 记 

(zsr) 一 izE 和 lz 一 zl <r), 

B(xosr)= {xz€ERIN|z— zl <r}, 

Szosr) = {xEXI 之 一 0 | 一 rr). 
B(zosr) 称 为 以 zx 为 中 心 + 为 半径 的 开 球 ;总 (xo,r) 称 为 以 zo 为 
中 心 > 为 半径 的 闭 球 ;S (zo,7) 称 为 以 zo 为 中 心 为 半径 的 球面 . 

Bi Sil i 个 直观 的 认识 ,下 举 
二 例 . 


y=f(z) y=/f.(z) 
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例 3.15 在 R: 中 ,车 对 于 任 一 x= (1,6,)"E 妇 ,定义 范 数 分 

别 为 

z= 151 十 |， 

上 zs 二 Ci | 十 16 | 人 二 ， 

| zl =max(lé|, |&|). 
在 CR 上: 让, CR 有 -用 和 CR, |‖ ,| ?中 以 原点 为 中 心 的 单 
位 开 球 分 别 记 为 B.(0,1),B;(0,1) 和 B.,(0,1). 这 三 个 单位 开 球 
分 别 为 如 图 3-5 中 所 围 的 区 域 . 


例 3.16 在 实 连 续 函 
数 空间 Cfa,6] 中 , 任 一 z€ 
CLa,65j 的 范 数 5 
i z| —max|z(2)|, ee 
如 图 3-6, 以 zz 为 中 心 r 为 半 Se 
径 的 开 球 B(x,r) 是 图 中 以 六 vs Se 
| 


/ 


二 曲线 s= ztt) 一 r 与 = 二 和 z00 一 : 
Z(t) 十 + 为 界 的 带 形 区 域 . 
定义 3.14 设 G 和 下 
是 赋 范 线性 空间 X 中 的 两 图 3-6 
个 集合 . 
(1) 车 对 于 每 一 点 TEC ,存在 r>0 使 得 BCz:rmCG, 则 G 称 


ET rr ap 


为 于 中 的 开 集 . 

(2) 若 下 的 余 集 所 是 外 中 的 开 集 , 则 下 称 为 XX 中 的 阶 集 . 

由 定义 , 空 集 儿 可 以 认为 是 开 集 ,全 空间 关 显然 是 开 集 ,从 而 
人 交 和 羡 也 都 是 闭 集 . 

开 球 是 开 集 , 闭 球 是 拷 集 .事实 上 , 若 yEB(zrr), 则 jy 一 | 
<r- 令 ro=7 一 上 y 一 x 上 .对 于 任意 xz€ 8(y,ro), 由 二 角 不 等 式 

i zx 和 Tz 一 y| 十 人 y 一 + 之 ro 二 Dy 一 + = 二 x， 

故 zEBCtr,7). 因此 BCy,r)CBCryr). B(x,r) 是 开 集 得 证 . 

又 著 yE CBCr 7, 则 上 y 一 z 有 渤 r. 令 让 = 和 y 一 zt 一 7 对 
于 任意 zE€ B(y,7); 由 

| xz 一 站 关上 3 一 zi| 一 bz—y|>>1y~—zxzi n=+， 

故 zE (B(x,r))". 因此 ,BCy,rm)COBCr,r))'. 这 表明 (BCr,ryr 
是 开 集 ,从 而 吝 (x,r) 是 闭 集 . 

开 集 和 和 闭 集 具有 如 下 性 质 . 

定理 3.6 在 赋 范 线性 空间 立 中 ， 

(1) 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 

(2) 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

‘3) 任意 多 个 闭 集 的 交 是 闭 集 ， 

(4) 有 限 多 个 闭 集 的 并 是 闭 集 . 

证 明 (1) 设 1G,)oeo 是 一 开 集 族 ,G 二 UG。 若 zEG, 则 存在 
a€ 刀 ,使 得 x€E6G,, 于 是 存在 + 省 0, 使 得 B(z,r)CGCG. 因 此 G 
是 开 集 . l | 

(2) 仪 就 两 个 开 集 的 情况 证 明 , 然 后 应 下 归纳 法 即 可 得 证 . 设 
4 和 4, 是 开 集 , 阁 xE 41 门 4;, 则 存在 x 之 0 和 x; 守 0, 使 得 B(z， 
nCAlR Brr) 人 CA 了 r=min{riyr),;, 则 Blr,r) CA NA,. 
因此 4, 门 4; 是 开 集 . 

(3) 和 (4) 应 用 de Morgan 公式 (定理 1.2) 可 立即 得 证 . 

需要 指出 ,无 限 多 个 并 集 的 交 不 一 定 是 开 集 ,无 限 多 个 淫 集 的 
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并 不 一 定 是 闭 集 . 例如 在 及 中 
向 | 一 去 ,1 十 去 j= Co,1 不 是 开 集 ， 


[一 :+ 二, 二 ]- (一 1 不 是 闭 集 . 


n=] 


二 ,集合 的 闭 包 

定义 3.15 设 4 是 赋 范 线性 空间 和 中 的 集合 ,zE 4. 若 对 于 
每 一 个 >>0 都 有 

ANBCrr) KG 

《 即 B(x,r) 中 含有 A44 的 元 素 ) 则 x 称 为 集 4 的 接触 点 .4 的 所 有 
接触 点 组 成 的 集合 称 为 集合 4 的 闭 包 , 记 为 A. 

集合 的 闭 包 具有 如 下 性质 ， 

定理 3:7 设 4 和 8 是 赋 范 线性 空间 XX 中 的 两 个 集合 , 则 下 
列 各 条 成 立 . 

(1) A 是 包含 4 的 最 小 闭 集 , 即 

万 二 门 {FIF 是 闭 集 晶 A4CF}; 

(2) 4 是 闭 集 当 且 仅 当 4 一 4; 

(3) 若 4CB, 则 ACEB; 

(4) AUB=AUB; 

(5) zE 当 且 仅 当 d(z,4) 一 0( 这 里 4d 是 由 久 上 的 范 数 导 
出 的 度量 ). 

证 明 (1) 先 证 有 是 闭 集 . 只 要 证 A 是 开 集 . 对 于 任意 xE 
至 , 则 xz 所 和, 即 存在 ~>0 使 得 

百 (Czr) 门 4 一 个 . 
现在 只 要 证 明 B(x,r)CA“, 从 而 4” 是 开 集 便 可 得 证 . 事实 上 ,对 
任意 yEB(lr,r), 由 于 开 球 是 开 集 , 故 在 在 n>0 使 得 Blyri) CC 
Blx,r). 由 此 式 推 得 B(y,r) 作 A 二 全, 故 3 所 44. 即 yEA'. 因此 
Blrr CAT. 
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显然 4ACA. 设 五 是 闭 集 且 4CF. 车 xz, 即 zE8; 则 存在 

r>0 使 得 

Blrr} CFrCA', 
于 是 B(x, 站 4 二 多 , 故 工 芒 A. 因此 碾 CF 得 证 .由 下 的 任意 性 
得 知 二 是 包含 4 的 最 小 闭 集 . 

(2) 必要 性 .显然 4CCA. 另 一 方面 ,假设 4 是 闭 集 ,由 (1) 知 
本 是 包含 4 的 最 小 闭 集 , 故 4C4. 因 此 4 一 工 

充分 性 由 517 立即 得 证 . 

(3) 由 定义 立即 得 证 ， 

(4) 由 于 ACAUB 以 及 (3) 得 到 有 ACAUB. 同 理 BCAUB. 
因此 有 万 UBCAUB. 另 一 方面 ,ZUB 是 包含 AUB 的 闭 集 ,而 
AUB 是 包含 4UB 的 最 小 闭 集 , 故 AUBCAUE. 因 此 A4UB= 瑟 
UB. 

(5) 若 区 6E 二, 即 对 于 每 一 个 >>0 都 有 4 站 Brr) 天 外 , 则 

d(x,A)= inf{ Hz—yll| 3 各 4 一 0， 
反之 , 若 dz,4)=0, 由 下 确 界 的 定义 ， 对 任意 >0 缘 存 在 yE4 
使 得 上 x 一 y | <r, 则 
yEANMNB(rr) A GC, 
因此 x€ 有 4. 证 毕 . 

注意 ,由 于 4C4 是 显然 的 ,定理 3. 7(2)? 可 以 叙述 为 ;4 是 闲 
集 当 旧 仅 当 4C4， 

下 面 的 定理 表明 ,可 以 用 序列 的 收 伍 性 来 刻 划 集合 的 闭 包 利 
闭 集 的 特征 . 

定理 3.8 设 4 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 集合 . 

(1) x€ 有 4 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 4 中 的 序列 {zo} 使 得 
Tn} 

《2) 4 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 4 中 任意 序列 {z,}) ,车 
六 sw 工 则 工人 筷 也. 
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证 明 《1) 兰 x+€ 4, 则 对 每 一 个 正 整数 ,都 有 
1 
veEANB, 


由 此 可 知 {z,} 忆 A4,H zz. 

反之 , 若 4 中 的 序列 {x,}) 收 分 于 工 ,; 则 对 任意 >0, 存 在 正 整 
数 六 ,使 得 对 一 切 a>>N ,有 

x 一 x < ss, 即 x Eu £). 

这 表明 4B(r,s) 关 他 , 故 rE 

(2) 设 和 4 是 闭 集 .对 于 4 中 任意 序列 (z), 若 rz* 则 由 (1) 
及 定理 3.7(2) 得 到 zE4=4. 

反之 , 欲 证 4 是 闭 集 , 只 要 证 明 4ACA. 事实 上 ， 对 任意 XEA, 
由 (1) 知 ,存在 4 中 的 序列 {x} 使 得 xz 一 zx. 故 由 假设 得 到 z€ 4， 
因此 ACA. . 证 毕 .. 

值得 注意 ,定理 3. 8 表明 ,所谓 闭 集 就 是 说 该 集合 中 所 有 收 笋 
序列 的 极限 点 都 在 此 集合 中 , 即 对 极限 运算 是 封闭 的 , 此 定理 也 提 
供 了 一 种 用 收敛 序列 证 明 某 一 集合 为 闭 集 的 方法 . 

3.9 设 叉 Banach i Hilbert 空间 ), 则 和 的 子 


0 必要 性 . 设 部 的 和 空间 妈 是 完备 的 . 要 证 4 是 X 中 的 
闭 集 ,只 要 证 明 ACA., 任 取 xE 有 ,由 定理 3.8(1), 存 在 4 中 的 序 
列 {z,) 使 得 zx, 一 xz. 由 于 收 全 序列 是 Cauchy 序列 且 4 是 完备 的 ， 
故 rEA. | 
”充分 性 . 设 4 是 中 的 闭 集 ,{z 是 4 中 任意 一 个 Cauchy 
序列 ,从 而 {zx} 是 站 中 的 Cauchy 序列 ,由 假设 和 是 完备 的 , 则 x 
一 上 . 再 应 用 定理 3. 8(2) ,得 到 zx. 一 zxE4. 因 此 , 子 空间 4 是 完备 
的 . 证 毕 ， 
三 、 稠 密集 与 可 分 空间 
定义 3.16 设 关 是 赋 范 线性 空间 ,4CX. 若 4=X, 则 称 4 
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在 X 中 先 密 . 若 久 有 -个 可 数 秋 窗 的 子 集 ( 即 存 在 一 个 可 数 集 有 
CX, 使 得 互 =X), 则 空间 三 称 为 是 可 分 的 . 

由 定义 易 知 ,4 在 关中 秽 窗 , 当 且 仪 当 对 每 -- 点 x€ 信 及 每 
一 个 r 之 0 部 有 BCrsr) 站 4 天 他 . 

数 直 线 奶 是 可 分 的 ,因为 全 体 有 理 数 的 集合 念 是 可 数 的 ,并 且 
对 告 一 个 x 人 EE 避 及 每 一 个 +r 关 0,B(z, 让 二 Cr 一 rr,X 十 7 中 含有 有 有 
理 数 , 即 仍 在 及 中 稠密 ， 

间 样 可 以 证 明 ,有 R&R" 和 2 是 可 分 的 ， 

例 3.17 Cla,61 是 可 分 的 . 

为 了 证 明 此 结论 ,需要 引用 一 个 虽 近 理论 中 的 便 要 定理 ,好 
Weierstrass 定理 . 

Weierstrass 定理 若 FrECfla,pl, 则 对 和 任意 < 全 0 存在 多 项 
式 地 ,使 得 

zf =maxlr(e) ~ fC 
证 明 路 . 

记 了 PLa,b] 为 La,5j 上 多 项 式 的 全 体 组 成 的 线性 空间 , 它 是 
ClesBjl 的 子 空间 . Weierstrass 定理 表明 ,P[a, zi 在 Cla:pl 中 短 
密 - 
记 PoLa,&j 为 [a,b] 虐 有理 系数 多 项 式 的 全 体 组 成 的 集合 . 容 
易 证 明 ， 

(1) PoLabj 是 订 数 集 ; 

《2) PoLa,6bj 在 CLa,51 中 黎 密 . 事实 上 ,对 任意 xECla,6j, 由 
Weierstrass 定理 ,对 任意 se>0 存在 AEP[a,6] 使 得 


Nz 一 了 之 地 
由 于 有 理 数 集 @ 在 RR 中 筒 密 ， Ne 个 有 理 系数 的 多 项 式 
gEPoLa,d 使 得 
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于 是 
lz—ael<ilz—fl+1f-gl<3 + = 
因此 CLa,65] 是 可 分 的 . 
例 3.18 空间 LU 过 p< 之 0) 是 可 分 的 . 
证 明 令 A={yENf y= G0 0) 人 
nEN}, 则 4 是 可 数 的 . 现在 证 明 4 在 关中 稠密 . 对 于 任意 zx= . 
(E11, E23°"* EL 以 及 任意 >0， 存在 正 整 数 n 使 得 


> Sl < 
由 于 有 理 数 集 义 在 及 中 重 密 则 有 y= 《1h,… ,0,0,…)EA 使 
得 


> 16-90 < 三 
于 是 
-yl = PIS n+ 2 lel < er 
故 yEA4 门 Blz,a). 因此， 4 在 中 稠密 . 


不 可 分 的 赋 范 线性 空间 是 存在 的 ,例如 有 界 数列 空间 户 是 不 
可 分 的 (证 明 可 见 [1],[2], 或 [4]). 


3 3.3 度量 空间 


度量 空间 是 比 赋 范 线性 空间 更 广泛 的 一 类 空间 . 在 -个 集合 
上 只 要 定义 任意 两 点 的 “距离 ”并且 满 足 一 定 的 条 件 ,就 可 构成 一 
个 度量 空间 . 本 节 将 指出 , 赋 范 线性 空间 (按照 由 范 数 导 出 的 度量 ) 
是 度量 空间 . 因此 ,上 一 节 在 赋 范 线性 空间 中 建立 的 各 种 点 集 的 概 
念 和 性 质 , 收 敛 性 和 连续 性 等 可 以 类 似 地 推广 到 度量 空间 . 同时 也 
要 特别 留心 度量 空间 与 赋 范 线性 空间 之 间 的 差异 . 
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一 .度量 空间 的 定义 
定义 3.17 设 关 是 一 个 非 空 集合 .车 dd 是 一 个 羡 XXX 到 及 的 
上 映射, 即 对 于 任意 zx,yE 六 对 应 于 一 个 实数 dlz,y)E 尼 ,并且 对 于 
任意 x,y:zEX 满足 
(17 dlz,y) 之 0, 并 有 目 d(xz;y) 二 0 当 且 仅 当 二 y， 
(2) dz,y)=d(y:z), | 
(3) dCzr yy) 革 d(x,z) 十 dl(z,y) (三 角 不 等 式 )， 
则 < 了 称 为 X 上 的 度量 (或 称 为 距离 函数 ),(X,z) 称 为 度量 空间 - 
在 度量 2 不 致 于 产生 混淆 的 情况 下 ,上 度量 空间 (X,4) 可 简 记 为 X. 
定义 中 ,三 角 不 等 式 可 推广 为 更 一 般 的 形式 . 
| drm) Ed rs Tr) dr Tr iv) 
由 三 角 不 等 式 , 可 以 推出 下 面 的 性 质 ， 
引 理 3. 5 在 度 基 空间 (X,2) 中 ， 
(1) ”对 于 任意 ,x,y,zEX 有 ， 
[ld(x,2)—d(y,z) |Sd (xr, y); 
(2) 对 证 任意 TsysyT139V1ER, 有 
{dlr y)—d(r yd rx) td ty, y). 
证 明 (1) 由 三 角 不 等 式 d (zx,z)S&d (zr,y) 十 dCy,z), 得 
dr)—d(ly.z)Adlr,y). 
又 由 dy12) 守 dCy,X) 十 d(x;z) ,得 
dy 2)—d(r,2) Cdr y). 
综 上 两 个 不 等 式 , 便 得 到 |dCzr,2z) 一 dC(y,z)| 寺 d Cr,y). 
(2) 证 明 类 似 于 (1) , 留 作 习题 ， 
设 (X,d) 是 度量 空间 ,7CX. 若 用 X 中 的 度 甚 4 表示 Y 中 任 
意 两 点 工 与 y 的 距离 gz,y), 则 了 也 成 为 … 个 庆 攻 空间 . 这 时 ,了 
称 为 度量 空间 成 的 子 空间 , 显然 , 若 了 是 其 的 子 空间 ,Z 是 Y 的 
子 空间 , 则 2 是 XX 的 子 空间 . 
例 3.19 任何 赋 范 线性 空间 (关于 由 范 数 导出 的 度 景 都 是 
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诬 量 空间 .具体 地 说 , 老 ' 玛 ,上坟 ) 是 赋 范 线性 空间 ,对 于 任意 zy 
EX, 令 

iy) = 上 xr—»|， 
刘 d 是 苹 上 出 范 数 导出 的 度 其 ,<X,d) 吓 度量 空间 ， 

必 领 指出 , 确 有 很 多 度量 空间 (XX,d) ,即使 XX 是 线性 空间 ,但 
共度 量 4 不 能 由 和 上 赋予 的 任何 范 数 导出 . 这 是 由 于 白 范 数 导出 
的 度 基 必须 满足 引 理 3.1 中 的 性 质 . 现 举 例如 下 . 

例 3.20 设 * 是 所 有 实数 (或 复数 ) 列 的 全 体 组 成 的 集合 , 按 
照 通 常数 列 的 加 法 和 数 习 成 为 线性 空间 . 对 * 中 的 任意 两 点 zx 一 
(8 6) 和 3? 一人， 加) 定义 

[ts 一 |  ” 
1 二 | 一 1? 
则 4 是 下 上 的 度量 .事实 上 ,d 显然 满足 定义 3. 17 中 的 条 件 (1) 
和 (2). 为 验证 满足 条 件 (3) ,考虑 实 函 数 f= 由 于 f(t2)= 


d(x,y)= D2 
7 一 上 


I 在 :> 一 1 时 恒 大 于 零 , 因 此 f(D 在 (一 1,0=) 上 单调 增加 . 
于 是 对 于 任意 实 ( 复 ) 数 a 和 5, 因 |at+5| 专 lal 十 18|, 故 


ja 十 和 二 je 十 je lal | 
I ll | “i lal 1 


再 任 取 过 一 (6 :bz i 区 4 一 名 一 和 0 一 入 一 方 , 则 从 上 面 的 不 等 
式 得 到 


dr,y) 一 p32 | 
忆 ie 
< i + 
=d(r,2) td(z,y), 
即 条 任 (3) 成 立 . 但 是 ,对 任意 xz,y,zEXX 及 aE 信 ,此 度量 4 显然 
不 满足 如 下 性 质 ， 
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(1) dxtz, ya)—=d (ry) 

(2) dlogriay)= |a|ld (ry). 
由 引 理 3. 1 可 断定 ,此 度 盘 不 丰 由 s. 上 前 范 数 导 击 的 度 苦 . 

例 3.21 没 X 是 -个 烛 空 集合 . 章 对 任意 x,yEX, 定 义 

0 当 工 一 
Hy)= 

] 当头 
则 容易 验证 d 是 X 上 的 度量 . 于 度 其 2 称 为 X 上 的 离散 度量 ， 
(Xe 称 为 离散 度量 空间 ， 

下 面 介绍 两 个 度量 空间 等 由 的 概念 ， 

定义 3.18 设 (X.d) 和 (了 ,2o) 是 两 个 度量 空间 ， 

《1) 震 上 映射 上: X 一 Y 是 双 射 ,并 有 旦 对 关中 任意 两 点 x 入 
有 有 | 
LT :pLT), fy)), 
则 三 称 为 和 到 了 上 的 等 距 映射 . 

(2) 天 存在 一 个 到 Y 上 的 等 距 映 射 , 则 XX 和 Y 称 为 是 等 距 
的 

二 ,度量 空间 中 的 点 集 和 序列 的 收 伍 

在 赋 范 线性 空间 中 ,从 由 范 数 导出 的 度 基 出 发 ,所 给 出 的 赋 范 
线性 空间 中 各 种 点 集 及 序列 收敛 的 定义 ,所 得 到 的 有 关 的 定理 和 
性 质 ,差不多 都 可 以 推广 到 度 储 空 间 . 现 只 叙述 在 度 攻 空间 中 相应 
的 定义 及 成 立 的 定理 和 性 质 ,其 证 明 完 全 类 和 似 于 前 而 的 证 明 , 不 再 

设 (X,d) 古 度量 空间 ,4 利 B 是 基 的 两 个 非 空 耶 集 ,x,€X， 
记 

dtAB) = inf{d(r,y) rE A vyE BB}. 
d(A4,B) 称 为 4 与 B 的 距离 . 记 
droB) = inf{d (zs, vy) |yE B), 
ec (zs 人) 称 为 点 zo 与 集 B 的 距离 . 记 
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6(4) = supfd(z,y)|zyyEA4)， 
6(4) 称 为 集 4 的 直径 . 若 SC4)< 二 co, 则 4 称 为 是 有 界 的 ,否则 
称 为 是 无 界 的 . 
对 于 Xo€ 及 r>0, 记 - 

Blxosr}) = {ZE XId(zr, ro) rr}, 

Br,,r) 一 (XEZXId(r,IT0) Rr}, 
BCxosr) 称 为 以 xo 为 中 心 > 为 半 色 的 开 球 ,请 (zo,7) 称 为 以 xz。 为 
中 心 > 为 半径 的 闭 球 . 

类 似 于 引 理 3, 2 ,容易 证 明 : 度 量 空间 X 的 子 集 4 是 有 界 的 ， 
当 且 仅 当 存在 一 个 开 球 召 (xe,r) 使 得 ACB(zxo,r). 

设 (X,q) 是 度量 空间 , {x,} 是 中 的 序列 ， 

若 存在 zxE 玉 ,对 于 任意 e 沁 0, 存 在 下 整数 NN ,使 得 对 一 切 n>> 
入 ,有 

dzroyr) 之 2 (或 者 工 , € B(xr,e))， 

则 称 序列 {zx,} 在 XX 中 收 全 于 zz 称 为 序列 {x,} 的 极限 , 记 为 z= 
Bimwx, :或 简 记 为 zxv 一 z， 

若 对 于 任意 s>0, 存 在 正 整数 入 ,使 得 对 一 切 m,n>N, 有 

d(xns Ts) < 8 

则 序列 {z,} 称 为 居中 的 Cauchy 序列 . 

若 X 中 每 一 个 Cauchy 序列 都 收敛 , 则 六 称 为 完 各 的 度量 空 
间 . . 
在 $3.1 的 引 理 3.3 和 引 理 3. 4 中 ,关于 收敛 序列 和 Cauchy 
序列 的 结论 在 度量 空间 中 也 是 成 立 的 . 

设 4 是 度量 空间 X 的 子 集 ,xEX， 

若 对 于 每 一 点 zE 4， 存在 >>0 使 得 B(z,r)C4, 则 4 称 为 
XX 中 的 开 集 . 车 45 是 中 的 开 集 , 则 4 称 为 XX 中 的 闭 集 . 

车 对 于 每 一 个 ~>>0 都 有 4 门 8(zr) 天 他, 则 工 称 为 集 4 的 
接触 点 . 4 的 所 有 接触 点 组 成 的 集 称 为 4 的 闭 包 , 记 为 气 . 
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苦 本 一生, 则 称 4 在 己 中 稠密 . 若 革 有 一 个 可 数 稠密 的 子 集 ， 
则 称 X 是 可 分 的 . 

在 $3.2 的 定理 3.6, 定 理 3.7 和 定理 3.8 中 ,关于 开 集 , 闭 集 
和 闭 包 的 结论 在 度量 空间 中 也 是 成 立 的 . 

wt 3. 9 类 似 地 可 以 证 明 在 完备 的 度量 空间 中 的 一 
个 结 

XX 是 完备 的 度量 空间 ,ACX, 则 XX 的 子 空间 4 是 完备 的 
当 且 仅 当 4 是 蔷 中 的 闭 集 . 

三 ,完备 化 空间 

$ 3. 1 中 的 完备 和 不 完备 的 赋 范 线性 空间 的 例子 当然 也 可 以 
看 作为 完备 和 不 完备 的 度量 空间 的 例子 . 由 于 不 完备 的 度量 空间 
的 存在 ,很 自然 地 提出 不 完备 的 度量 空间 的 完备 化 问题 . 正如 数 直 
线 尺 中 的 有 理 数 集 妨 一 样 ,& 是 不 完备 的 ,但 是 及 是 完备 的 且 鲍 在 
长 中 身 密 . 在 实数 理论 中 , 称 及 为 Q 的 完备 化 . 类 似 地 ,对 于 一 个 不 
完备 的 度量 空间 有 下 面 的 完备 化 定理 . | 

定理 3. 10 ”对 于 任何 度量 空间 (和 ,2z) ,都 存在 一 个 完备 的 度 
量 空 间 (X ,a ) , 它 有 一 个 子 空间 到, 使 得 

《li) 多 与 瑟 是 等 距 的 ， 

(2) W 在 总 中 稠密 . 

这 个 度量 空间 (X ,qd ) 称 为 (X,d) 的 完备 化 或 完备 化 空间 . 在 
等 距 的 意义 下 ,完备 化 空间 (和 ,a ) 是 唯一 的 , 即 若 备 是 任何 一 个 
完备 的 度量 空间 , 它 有 一 个 子 空 间 逆 满足 上 述 两 个 条 件 , 则 竞 与 芝 
是 等 距 的 . 

证 明 可 参见 [1],[2j 和 [5j 等 书 . 

在 已 讨论 过 的 不 完备 的 度量 空间 的 例子 中 ,比如 P[a ,5b] 是 不 
完备 的 ( 例 3. 14) ,但 是 CrLae, 妇 是 完备 的 ( 例 3. 11) ,并 且 P[a,5] 
在 Cla,bj 中 稠密 (Weierstrass 定理 ) ,所 以 CLa,6 是 PLa,8] 的 完 
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备 化 .在 例 3, 13 中 ,CL90,1], 站 1) 是 不 完备 的 , 它 的 罕 备 化 空 
间 是 LL0,1j《 凤 闭 区 间 [0,1] 卡 的 Lebesgue 可 积 函 数 的 全 体 构 成 
的 空间 ). 有 关 Lebesgue 积分 的 知识 ,将 在 下 节 介 绍 . 

四 .连续 映射 及 其 等 价 命 题 

设 (X,d) 和 (Y,p) 是 两 个 度量 空间 ,映射 : XX-> 了 ,xoEX. 著 
对 于 任意 e>>0, 存 在 人 >0, 使 得 各 中 所 有 满足 CCrzo< 人 的 >， 
有 

DCr)y zl)<ce， 

则 称 映射 f 在 点 xo 连续 . 

若 映射 了 在 总 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 映 射 了 在 X 上 连续 ， 

由 定义 可 以 看 出 :上 映射 『: XX 一 Y 在 点 roE 和 连续 , 当 且 仅 当 
对 于 任意 e>>0, 存 在 62>0 使 得 

flCBOTo OI ICTCBCF (ro) ,Ee). 

定理 3. 1 的 结论 在 度量 空间 中 也 是 成 立 的 , 即 对 - F 度 天 空间 
X 到 度量 空间 Y 的 映射 f,f 在 点 roE 各 连续 , 当 昌 仅 当 对 于 大 
中 任意 序列 {zx,) ,; 若 在 了 基 中 zzxo 则 在 Y 中 (zc) f(zo). 

此 外 ,了 为 连续 映射 的 等 价 条 件 还 表达 在 下 面 的 定理 中 . 

定理 3.11 设 (X,z) 和 (7， 六 是 两 个 襄 量 空间 ， ff 是 耳 到 YY 
的 疾 射 , 则 下 列 各 命题 等 价 : 

(1) 了 是 连续 的 . 

《2) 对 于 了 工 中 任意 开 集 C, 广 (KG) 是 和 中 的 开 焦 . 

《3) 对 于 了 中 任意 闭 集 严 , 广 "CRP) 是 三 中 的 闭 集 . 

证 明 CD)>(2) 设 6 是 Y 中 的 开 集 ,要 证 1'(G) 是 天 中 
的 开 集 . 苦 太 CC) 一 总 , 刚 产 :(G) 是 开 集 . 现 设 16) 关 G ,对 
于 任意 mE 广 (ec) ,有 zeEG. 由 十 如 是 开 集 , 则 存在 e>0 使 
得 BCf(ro) ,a)CG. 应 用 了 在 xm 连续 的 条 件 , 必 在 在 S>0 使 得 

fCBCr0 6)) CCB) ,Ee) CG, 
从 而 
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MO) 

此 1 9 

J (2 村 十 作 守信 及 任 党 0. 出 帆 设 条 件 河 答 到 

Br),e)) 骨 久 中 的 ee CC 网 人 人 
>>0 使 得 


; Dlrd) CF BITTY ED}, 
we 
fCBCAED EAS HBOS TE BO ED 
| 表明 /在 久 的 任意 点 x 连续. 区 此 三 是 连续 的 

x (2) 与 (3) 等 价 的 证 明 从 下 面 的 关系 式 可 立 吕 得 到 ; 太 读 射 
pt 村: 久 -r 了 ,ACY, 则 有 关系 式 

Se NM4) = XN (4). 证 华 ， 


S 3.4 Lebesgue 积分 与 Lr 3 间 


“i ww 本 节 主 要 介绍 建立 Lebesgue 积分 的 基本 思 引 、Lebesgue 各 
， 二 wa 分 的 主要 性 质 以 及 在 数学 很 多 分 支 中 应 用 较 多 的 // 空间 . 很 多 重 
te 有 兴趣 的 读者 可 参见 书后 参考 文 

2 中 所 列 的 任何 一 本 有 关 实 变 函 数 的 教材 . 
”在 本 节 中 .所 有 的 集合 都 是 忍 中 的 集合 ,函数 ( 除 特别 声明 外 ) 

”都 是 实 值 函 数 . 

:要 、 一 、 从 Riemann 积分 到 es 积分 
Riemann 积分 (以 下 简称 R- 积 分 ) 就 是 微 各 分 中 熟知 的 定 积 
分 它 在 基 健 数学 理论 以 及 应 用 中 占有 重要 前 地 位 . 但 是 随 着 现代 
学 的 理论 及 应 用 的 发 展 ,及 积分 还 其 显 示 出 若 二 缺陷 和 木 足 ， 
铺 适 应 于 数学 的 发 展 .新 的 积分 理论 正 是 在 这 种 需求 下 ,于 上 志 纪 
天 和 机 此 纪 初 ,在 很 多 数学 家 富有 成 效 的 工作 的 基础 上 ,1902 年 
:兴国 数学 家 Lebesgue 提出 了 他 的 新 的 积分 理论 . 这 种 新 的 积分 称 
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为 Lebesgue 积分 (以 下 简称 工 -积分 或 积分 ) , 它 在 很 多 方面 克服 
了 RK- 积分 的 缺陷 ,特别 是 在 运算 上 具有 更 大 的 适用 性 及 灵活 性 . 
首先 ,回顾 一 下 及 -积分 的 定义 . 
设 了 是 定义 在 区 间 [a ,5 上 的 有 界 函 数 . 在 [a,5J 上 任 取 一 编 
& 一 TST<T < Te 一 站 
在 每 一 个 子 区 间 [xz-1;z;j] 上 任 了 到 一 点 名 ,此 子 区 间 的 长 记 为 Ax 
《 即 AT;= XO— x;_1) : 作 各 式 
Da (3.10 
若 当 2 一 co 昌 4 一 maxt4mj) 一 0 时 ,和 式 (3.10) 的 极限 存在 , 且 卡 
极限 值 不 依 束 于 后 的 选取 方法 和 区 间 [a, 引 的 分 划 , 则 此 极限 储 | 
称 为 序数 在 区 间 [4,5]j 上 的 Riemann 积分 或 和 为 定 积分 , 记 为- 入 
BR)| fn)dz = lim Df EIA, 


这 时 ,f 称 为 在 [a,5] 上 是 Riemann 可 积 的 ,简称 为 R- 可 积 的 . 

在 上 述 定 义 中 , 通 数 了 在 每 一 个 子 区 闻 [z -zj] 革 的 上 确 
和 下 确 界 分 别 记 为 Mi 各 , 即 一 

M; = supt7Cz)lze Lzisz]) ， 
1 zzz; = inf{f (zx)|z € [zi yz]). | 
令 一 M. 一 mis eu 称 为 了 在 子 区 间 -z， yz 上 的 振幅 . 可 以 证 外 
函数 f 在 [a,5] 上 是 R- 可 积 的 当 且 仅 当 
TE = 0. (3.1 . 


240 j=1 


从 (3. 11) 式 可 以 知道 ,Ta ,56] 上 的 连续 函数 和 分 段 连续 函数 对 
是 R- 可 积 的 . 大 体 上 可 以 说 ,R- 可 积 函 数 包 含 了 那些 间断 点 “- 重 匡 % 
多 ”的 有 界 阔 数 . 但 是 ,有 很 多 函数 不 能 包含 在 R- 可 积 函 数 的 范 圣 牛 
内 . 例如 区 间 [0,1] 上 的 Dirichlet 函数 
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1 当 z 是 [0,1] 中 的 有 理 数 

0 当 之 是 [0,1] 中 的 无 理 数 
不 是 及- 可 积 的 ,因为 它 在 [9,1] 的 任何 子 区 条 上 的 振幅 必 一 1， 
/而 (3. 11) 式 不 成 立 , 丸 -积分 对 于 被 积 函数 的 要 求 较 高 是 它 的 一 
"缺陷 . 

， 此 外 ,R- 积 分 在 关于 积分 与 极限 交换 次 序 (包括 积分 与 极限 、 
和 分 与 微分 、 积 分 与 积分 ) 的 一 些 基本 运算 上 所 要 求 的 条 件 也 较 苛 
i, 因 而 限制 了 它 的 更 广泛 的 应 用 .，. 

: Lebesgue 建立 的 积分 理论 的 基本 思想 是 ,将 对 函数 了 的 定义 
妈 间 作 分 划 改 为 对 的 值 域 作 分 划 . 此 积分 的 定义 可 作 如 下 设 


Dr) 一 


2 


设 /是 定义 在 区 间 [e,b] 上 的 有 界 函 数 ,在 》 轴 上 溯 数 了 的 
或 家 (P 六 CCLesd 在 [cdg] 土 任 取 一 组 分 点 : 
t= =d. 
E:~= {rE[abjly i 和 fz) 之 yy}; 则 [a ,如 被 分 成 为 n 个 互 不 
次 的 集合 Ei ,无 ，… 五 (在 图 3-7 中 ,二 EnU EU Es. ) 如 果 
小 求 出 每 一 个 集 区 的 “长 度 ”, 记 为 mE, 任 到 条 EL[y1,%) 作 
式 


Dj Tmk,. (3. 12) 


当 w>o0 且 4 一 tmax (y, 一 -1)>0 时 ,和 式 (3.12) 的 极限 存在 ， 
此 极限 可 定义 为 函数 /在 区 间 [e,6] 上 的 积分 . 
这 一 新 积分 定义 的 设想 的 优点 在 于 ,去 掉 了 -积分 对 函数 在 
二 个 子 区 间 上 的 振幅 w 的 要 求 . 但 是 为 了 完善 新 积分 的 定义 ， 
质 解决 如 下 两 个 问题. 
(1) 集 羽 的 “长度 "m 忆 如何 定义 ? 
(2) 函数 了 应 满足 什么 条 件 才 能 保证 每 -- 个 已 都 具有 mm 尼 ? 
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实际 上 ,第 一 个 问题 是 如 何在 数 直线 闪 上 建立 集合 
Lebesgue 测度 . 对 于 第 二 个 问题 ,以 后 将 指出 :其 有 这 种 性 质 外 
数 就 是 所 谓 的 可 测 画 数 . 解决 这 两 个 问题 之 后 ,就 可 得 
Lebesgue 积分 的 定义 . 由 于 篇 幅 所 限 , 我 们 采用 直观 的 方法 给 
这 些 概念 的 准确 的 定义 , 列 出 主要 的 定理 和 性 质 而 不 加 证 明 . 看 
理论 严 烛 的 读者 可 参考 实 变 函 数 的 有 关 教 材 . 

二 .集合 的 Lebesgue 测度 

关 十 如 何在 数 直 线 六 上 建立 集合 的 测度 理论 ,这 里 不 展开 
组 的 讨论 . 直观 上 ,可 从 它 是 区 间 长 度 的 一 种 推广 的 角度 来 介 
Lebesgue 测度 理论 . . 

设 1= (a, 丰 . 记 寻 17| 表 示 开 区 间 (a,5) 的 长 度 , 节 111=5 一 
设 C8, 称 {I,) 是 … 列 覆盖 上 的 开 区 间 , 是 指 {1,} 中 含有 有 阳 
可 数 多 个 开 区 间 且 其 中 所 有 开 区 间 的 并 U1. 必 E. 这 时 ,以 让 
> y 1 表示 嫉 ,} 中 所 有 开 区 间 的 长 度 之 和 . 

定义 3.19 设 EC%, 对 于 每 一 列 蓝 盖 EE 的 开 区 间 {7,) ,和 
> ) 17 是 一 个 非 负 实数 或 为 +eo ,所 有 这 些 和 数组 成 的 集合 有 
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界 , 故 必 有 下 确 输 , 记 为 mm 五, 即 
mE=int{ > UL IE). 
到 "五 称 为 集合 五 的 外 测度 . 

由 定义 ,任何 集合 都 有 外 测度 ,集合 的 外 测度 可 能 为 有 限 信也 

(1) 空 集 和 至 多 可 数 集 的 外 测度 都 等 于 等 ; 

(2) 任何 区 间 的 外 测度 就 是 它 的 长 度 . 

如果 把 集合 五 的 外 测度 的 定义 理解 为 用 攻 盖 互 的 开 区 间 从 
外 面向 里 而 收缩 的 洒 , 那 么 下 面 的 定义 就 可 以 理解 为 如 何 从 里 面 
向 外 面 膨胀 . 

定义 3.20 设 E 是 中 中 的 有 界 集 ,并 设 有 一 区 间 了 使 得 EEC 
工 对 于 每 一 询 黎 善 六 E 的 开 区 间 { 人 五) ;有 

MM ULEE. 


mE = sup{|1|— 21 [ENUGCSEYS 


和 2: 五 称 为 吾 的 内 测度 . 

须 指出 ,有 界 集 万 的 内 测度 实际 上 并 不 依赖 于 区 间 了 工 的 选 
择 , 由 乍 义 可 知 , 任 何 有 界 集 五 都 有 内 测度 ,并 且 普 .天 <m 五 . 容 
易 证 明 : 空 集 和 至 多 可 数 集 的 内 测度 等 于 零 ,任何 区 间 的 内 测度 就 
是 它 的 长 度 . 

定义 3,21 设 上 EC 及, | 

(1) 当 五 是 有 界 集 时 , 若 mE=m’*E, 则 五 称 为 Lebesgue 可 
测 集 , 简 称 为 可 测 集 .这 时 ,五 的 内 (或 外 )? 洗 度 的 值 称 为 五 的 
Lebesgue 测度 ,简称 为 测度 , 记 为 mE, 即 

mi= m= mE. 

C2) 当 巨 足 无 界 集 时 ,车 对 任意 区 间 了 EENI 都 是 可 测 集 , 则 
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mE 一 lim mLE A (~— a,a)). 

由 此 定义 , 空 集 和 至 多 可 数 集 都 是 可 测 集 , 且 它 们 的 侧 度 都 等 
于 零 ; 任 何 区 间 都 是 可 测 集 , 且 区 间 的 测度 就 等 于 它 的 长 度 . 因此 ， 
集合 的 测度 是 区 间 的 长 度 的 推广 . 

注意 ,对 于 无 界 的 可 测 集 E,mE 可 能 为 有 限 值 也 可 能 为 
十 oo. 

设 五 ,已 和 五 (CE 好 ) 皆 为 屁 中 的 可 测 集 . 可 以 证 明 : 

《1) 若 ECF, 则 mrEmF (单调 性 )， 

(2) EUF,ENF 及 E\F 骨 为 可 测 集 ,并 且 当 EF 二 名 时 

mE LF)= mE mr; 


(3) UE, 是 可 测 集 , 并 且 当 各 个 & 互 不 相交 时 ， 
站 玉 )= >ymE.( 可 数 可 加 性 )， 


CD 著 忆 CEC…CE,C…, 则 上 = UEE, 是 可 测 集 , 且 
mk 一 limmpb,’; 
(5) 几 EE 是 可 测 集 ， 
(6) 车 汪汪 … 了 ED…, 则 EE= 作 E. 是 可 测 集 ,月 当 
mE 之 十 oo 时 ， 
mb 一 limmE,. 
车 mE 二 0, 则 称 为 堆 测 度 集 . 
显然 , 零 测度 集 的 子 集 也 是 零 测度 集 ; 空 集 和 至 多 可 数 集 都 是 
零 测度 集 . 但 是 , 零 测度 集 并 不 一 定 都 是 至 多 可 数 集 . 换 包 话说 , 存 
在 测度 为 零 的 不 可 数 集 . z 
还 应 指出 ,如 中 的 开 集 , 闭 集 、 可 数 多 个 开 集 的 交 、 可 数 多 个 闭 
集 的 并 都 是 可 淹 集 ,并 且 这 些 集 合 与 零 测度 集 的 并 或 差 所 得 到 的 
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的 : 


全 也 都 是 可 测 集 . 但 是 ,总 中 存在 木 可 测 集 , 实际 上 ,任何 测度 
不 为 零 的 可 测 集 中 都 含有 不 可 测 的 子 集 . 
定义 3.22 设 记 是 可 测 集 ,p(x) 是 -个 与 TE 有 关 的 命 
题 . 知 除 去 五 的 某 个 到 测度 子 集 4 之 外 ,plzx) 在 E\4 上 处 处 成 
立 , 则 称 p(x) 在 五 上 几乎 处 处 成 立 , 记 为 在 EE 上 plx) (ae. ). 
例如 , 若 了 上 和 8# 是 定义 在 可 测 集 EE 上 的 注 数 , 旦 
(xEE|If(rig(r)) 
是 零 测度 集 ; 则 在 E 上 f(x} 一 g(x) (ae, ). 
叉 如 :[0,1j 上 的 Dirichlet 充 数 D(z)=0 (a.e.), 因 为 [90,1] 
上 有 有理 数 的 全 体 组 成 的 集合 是 可 数 的 ， 从 而 它 是 零 测度 集 . 
三 、 可 测 函 孝 
定义 3.23 设 玉 是 中 中 的 可 测 集 ,下 是 定义 在 上 的 函数 . 
若 对 于 任意 a€E 及 ,集合 
EC(f > a) = {rEE|f(r) > a) 
是 可 测 集 , 则 了 称 为 E 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 ,简称 为 可 测 话 
数 ,或 称 为 是 可 测 的 ， 
可 以 证 明 , 对 于 定义 在 可 测 集 EE 上 的 函数 六, 以 下 各 条 是 等 价 


(1) f 是 上 上 的 可 测 函 数 ， 
(2) 对 二 任意 a ERR， 
E(f 0) = (rEEIf() 六 对 
是 可 测 集 . 
(3) 对 于 任意 a, BE 有 R， 
Elaf<B)= {rEEldt fr) 天 有) 
是 可 测 集 . 
22 定义 在 R (一 co, 十 co) 上 的 过 线 函 教 是 可 油画 数 
实 上 , 若 了 上 是 总 上 的 连续 函数 , 则 对 于 任意 GE 员 ,集合 
iTERIfr) > a} = Fie, 十 cc)) 
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诞生 和 用 呈 各 可 阁 集 .出 定 文 了 23, 六 和 全 可 遍 西 数 . 
.20 上 的 Diriebhla!l 玉芝 证 ! 可 这 内阁 ,内 


[ 旋 A 
人 
UE 雪人 


党 过 可 测 焦 . 
汉 上 上 西 侈 < 可 济 珊 数 是 比 泗 续 申 数 更 厂 证 的 “类 闲 数 . 
最 然 , 定 多 在 零 尘 度 集 上 的 任何 通 数 者 是 可 章 的 ， 

可 以 证 明 ， 上 8 扰 人 和 了 ) 必 斌 测 集 瑟 二流 可 测 靖 数 ,u€ 

总 ; 则 af ,Fg， 世 (pryEO0CrE ED), sup einif Fe7y， 

sup{f) ,iof 4) 痢 是 EE 上 的 可 测 函 数 . 

nde 积分 的 定义 
1. 测度 为 有 限 的 集合 上 欧 有 界 可 测 函 数 的 1- 人 型 分 
| 定义 3. 34 设 mk 忆 十 %O ,了 是 定义 在 上 土 的 有 界 可 测 孙 数 ， 
且 c<fC7)<d (xEE). 在 [c,dj 上 任 取 … 组 分 点 ( 即 一 个 分 划 )， 
Cd 
人 SE={rE Ey RRA) 任 取 Ey Yy) (i=1 ,nn), 
作 相 式 


DmE. (3. 过) 


若 当 A max (yi—y; 1)—0 时 .和 式 (3. 12) 的 极限 存在 ,日 比 极限 
值 不 依赖 于 区 间 [e ,的 分 划 和 7 ees Ada be f 
在 五 上 的 Lebesgue 积分 ， 简称 ; 汐 工 - 积 分 , 记 为 

| flr)dz 一 i mE,. 


i=1 
这 时 ,下 称 为 在 玉 上 是 Lebesgue 革 积 的 ,简称 为 工 - 可 积 的 
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当 万 -=[z6 和 7 筑 全 | JCmqxr 也 可 记 为 
(fy | 让 机 
在 不 致 上 引起 混 清 的 请 部下 ,还 可 以 简 记 为 
| epee 
J 
直面 给 出 几 个 定理 和 性 硕 . 省 略 其 证 二. 
定理 3. 12 设 天 有 < 十 c 则 瑟 王 任何 有 失 订 油 咯 数 地 都 是 
了 -可 入 的 . 
元 -积分 有 同 -积分 类 似 的 运算 性 扎 ， 
定理 3.13 设 zz 瑟 < 十 cc, 和 2 是 关上 的 有 办 可 测 国 数 ,a 
入 为 实数 , 则 下 列 各 条 成 立 . 
(1) | a 
起 
(2) 线性 性 | (oj+pg)dza| az+B| gdz. 
(3) 单调 性 车 .FSg (ae ), 则 
| f(x)dr 所 | 区 Cd， 
由 此 可 得 
| 
| feaydz la | res 
z | 
《4) 介 值 性 ”和 若 c 委 FAz) 安 5 (7EE), 则 
amE | fd < bmE.. 
[ 
(5) 车 f=g (a.e,), 则 
| fir)dz = 上 各 (EL 
JE E 


出 定理 3. 12 . 例 3. 23 以 下 定理 3.13 可 知 , 区 回 [0,]] 上 的 Dirichilet 
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孙 数 是 工 -可 积 的 , 且 
| Pendr Es 


关于 定义 在 区 间 [a,5]J 上 的 有 界 函 数 的 R- 积 分 和 区 -积分 有 如 下 头 
系 . 

定理 3.14 设 了 是 [a,6j 上 的 有 和 界 函 数 , 若 在 La,b] 上 是 R- 
可 积 的 , 则 了 在 La,8jJ 上 是 可 测 的 ,因而 荐 二 可 积 的 :并且 


五 y 
cz)| fr)dr = Ca)| Cx)dzx., 


在 此 顺便 指出 函数 了 在 区 间 Ea ,po 上 R- 可 积 的 -一 个 充分 必要 
条 件 . 
定理 3. 15 设 f 是 [a :上 的 有 界 国 数 , 则 了 在 [a ,bp] 上 是 R- 
可 积 的 充分 必要 条 件 是 ,了 在 La,58] 上 几乎 处 处 连续 . 
下 面 将 二 -积分 的 概念 推广 到 任意 可 测 集 五 (mE 可 以 为 十 cc) 
和 和 任意 可 测 浮 数 了 (Ff 可 以 为 无 界 逊 数 ) 的 情况 . 
2. 任意 可 测 集 上 上 的 韭 负 可 测 函 数 的 工 - 积 分 
定义 3.25 设 z 开 二 十 ce 是 五 上 的 非 负 可 测 函 数 . 对 于 每 
一 个 nE 对 , 令 
| f(x) 当 f(r) 达 nn 
ee 当 Fez) < 


则 {[ 放 ,} 是 瑟 上 的 一 列 有 界 可 测 函 数 ,从 而 对 每 一 个 nE 对 ,积分 
| [fcz)dx 存在 . 又 因为 
Be 
所 以 {| [7].(z)qz} 是 单调 增加 数列 ,于 是 极限 
tim Ll.)ds 


为 有 限 值 或 为 十 oe. 此 极限 称 为 了 在 上 上 的 工 积 分 , 记 为 
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| reodz= 血 | ceoaz 


当 上 式 右 端的 极限 为 有 限 值 时 , 称 f 了 在 上 是 工 -可 积 的 ,否则 称 
了 在 五 上 的 积分 为 十 cc. 

现在 去 掉 mw 过 十 oo 的 条 件 . 

定义 3. 26 设 是 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 通 数 . 对 于 每 一 个 
天 人 机 , 令 

E,.= [~—n,n] 门 五 ， 
- 则 {EE,} 是 一 列 测度 有 限 的 可 测 集 ,有 旦 满足 
ECEC"CEC"*,E= UE, 

由 定义 3. 25,f 在 每 一 个 E, 上 都 有 积分 ,并 且 


| Jrzydz 扫 | f(z)dzr 委 … 和 趟 | flz)dzr < 委 … 
五 1 2 邱 


因此 ,极限 lim|，f(z)dz 为 有 限 值 或 为 十 cc, 此 极限 称 为 了 在 到 
上 的 工 -积分 , 记 为 
| frydz 一 lm| fxdz. 


若 上 式 右 端的 极限 为 有 限 值 , 则 称 了 在 EE 上 是 工 - 可 积 的 ,否则 称 
了 在 五 于 的 积分 为 十 co. 
3. 任 意 可 测 集 五 上 的 任意 可 测 函 数 的 工 -积分 
定义 3.27 设 上 是 可 测 集 下 上 的 可 测 函 数 , 令 
Frz) 当 f(z) 之 0 
0 当 f(x) <0” 
用 | 一 f(r) 当 f(r) 翅 0 
f (x) = inf{— f(tr),0} = 上 WA : 
显然 ,六 和 广 都 是 已 上 的 非 负 可 测 函 数量 一方 一 广 . 
车 | PCz)dz 和 | 广 (z)dz 不 同时 为 +eo, 则 称 了 在 巨 上 
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ft(r) = sup{f (x) ,0} = | 


有 -积分 .这 时 .在 EE 上 的 于 积分 规定 为 
| flrydr 一 | fl {rr — | ff {rydy. 
dF 也 E 


若 产 和 广 在 上 都 是 -可 积 的 , 则 六 称 为 下 到 上 证 证 -可 各 的 . 
这 时 ,六 在 天 上 的 1 只 分 为 有 了 腿 值 . 

若 [A (xydx 和 |7 《zx)dz 同时 为 十 习 :. 轩 称 天 在 五 上 十 的 
7Z7- 积 分 没有 意义 ,或 者 说 没有 积分 . 

至 此 ,在 测度 为 有 限 的 集合 上 的 有 蜡 计 测 遇 数 的 入 分 的 定 
义 已 推广 到 任意 可 测 集 王 的 任意 可 济世 数 的 工 -积分 

推广 后 的 无 -积分 仍 具有 前 面 定 理 3. 413 中 的 各 共和 分 运 筑 性 
质 , 不 再 重复 .此 外 .还 宕 特别 指出 的 足 挫 广 后 的 艺 - 伺 分 满足 如 下 
的 绝对 可 积 性 ， 

定理 3. 16 设 太 足 可 测 集 五 上 上 的 可 测 丙 数 , 则 二 在 克隆 是 
工 - 可 积 的 : 当 且 仅 当 1 方 在 互 上 是 过 -可 和 的 , 当 了 在 二 土工 可 积 
时 ,有 
< | eoldu: 


| | Crdy 
此 定理 涪 明 ,积分 古 一 种 只 乃 对 可 穆 尾 的 积分 . 这 -点 
有 别 于 广义 R- 积 分 . 全 此 应 当 注 意 , 对 于 无 界 交 域 或 匹 内 月 数 而 
言 , 广 义 慌 -可 积 绚 数 并 不 一 定 是 -可 要 两 数 ， 
五 、Lebesgue 积分 的 几 个 重要 定理 
上 而 给 册 的 地 程 分 巩 几 个 重要 定型 ( 客 中 其 让 册 )? 主要 将 述 
关于 积分 与 极限 灾 换 次 序 和 重视 分 中 交换 累 次 积分 次 序 的 结论 ， 
成 中 可 以 看 出 ,二 -积分 人 交换 次 语 碎 要 求 的 茶 件 比 玉 积分 尖 得 多 ， 
这 正 是 大 -积分 的 做 点 ， 
定理 3. 17(Lebesgve 控制 站 和 伍 定理 》 设 1f,1 法 ol 漠 集 EE 上: 
的 一 列 可 测 琐 数 , 花 
《1) 在 在 一 个 玉 开 的 7- 可 积 涌 北 了 C7), 使 竺 对 每 一 个 nnE 
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上 FR) {4.6.),， 
2) 在 下 上 mf a) (7) (a.¢. )， 


旭 闻 在 二 上 上 是 72 避 积 的 , 旺 
| fea 竺 jim| fCrydz. 


mY) (rEERE)NH, 由 于 常 位 咀 数 在 测度 
为 有 限 移 辕 合 上 总 是 可 栋 的 -因此 下 面 的 推论 成 
推论 (Lephesgue 有 界 收 全 定 理 ) 设 wE 之 十 中 ， a x 
的 一 到 可 测 详 数 ,三 
1) 存在 一 个 常数 本 之 0, 使 得 对 每 -- 个 nE 订 在 EE 上 和 丝 有 
[fC | EM (a.e.)}, 
(2) 半 EE 上 limf (r= 71(r) (a.e.), 


A 


则 /在 & 革 是 1- 可 积 的 , 且 
J = lim fe {Tdx. 
£ 


[Bnetb uid 


定理 3. 18( 逐 项 积分 定理 设 全) 是 可 测 集 E 上 的 - … 列 非 


保 侣 测 沁 数 .在 fOr) > (zx) (ae, ), 则 


< 


定理 3. 19(Levi) 没 1 六 :是 ;可 济 集 世上 十 的 一 询 非 负 可 测 琐 
数 , 皇 
FR Rh) 
车 在 jimJ,(z)=/(r) (a.e. a 


_ 


| {rdr = lim| f(x}d 
FE 


月 一 总 二 
在 到 中 建立 Lebesgue 测度 的 方法 很 容易 推广 到 2" 上 ,在 放 " 
上 类 但 地 定义 集合 的 Lebesgue 测度. 它 可 在 作 是 总 " 中 “广义 长 方 
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体 ” 的 “体积 ”的 推广 . 类 似 于 在 忍 中 定义 工 -积分 的 方法 ,在 总 中 也 
可 定义 工 -积分 . 是 " 中 的 工 -积分 化 为 累 次 积分 以 及 交换 两 个 昧 次 
积分 的 次 序 的 定理 就 是 下 面 的 Fubini 定理 ， 

定理 3. 20(Fubini) “ 设 4CR 和 BCH 是 两 个 可 测 集 ， 
fitzriy) 是 AXBCR?XR 二 Rrt" 上 的 可 测 隧 数 . 若 f 在 AXxB 上 
是 亏 -可 积 的 , 则 


六 ,Lr[a ,bj 空间 . 
为 了 简单 起 见 , 仅 在 及 的 闷 区 间 [a,8] 上 讨论 L? 空间 ,有 关 结 
论 完全 可 以 推广 到 中 的 任何 一 个 可 测 集 EE 上. 
定义 3. 28 设 沁 为 一 个 实数 (1<p<co), 若 闭 区 间 fFa,6] 上 
的 可 测 函 数 满足 
| fe hdz <+ 0, 


则 和 称 为 La,8] 上 的 p 融 Lebesgue 可 积 廊 数 , 简 称 为 溃 寡 可 积 画 
数 . 闭 区 间 [a,6j 上 所 有 户 竹 可 积 函 数 的 全 体 组 成 的 集合 记 为 
Lr a,b]. 
在 工 *ta, 引 上 按 点 定义 西 个 函数 的 加 法 运算 和 数 与 函数 的 数 
乘 运算 , 即 对 于 任意 f,g€Lr[a,6j 及 aERR， 
(f+ gr) = f(x) 十 ECzr)， 
(az = aflr), (rE Lad)). 
应 用 下 面 的 Minkowski 不 等 式 ,立即 可 知 L*[a,5j 关 于 此 线性 运 
算 成 为 线性 空间 . | 
引 理 3.6 对 于 任意 fEL?[a,5]:g€EL[a,b]; 这 里 p 交 1， 
9>1 且 方 十 一 1, 下 面 的 Halder 不 等 式 


让 
9 


Misesz< (frrea) "(fiers) 
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成 立 ,并且 由 此 可 知 . 必 EZLEa ,0 
引 理 3. 7 对 于 任意 F,zEzLfa,p], 这 里 请 疡 1 下 前 的 
Ninkowski 不 等 式 


Death 


成 立 . 并 县 由 此 可 知 fg€I?*[a,b]. 
对 于 线性 空间 Z2[a ,中 的 任 一 元 素 ,定义 
Fl; = 由 eprarj 
如 果 把 Lr[a,5j 中 两 个 几乎 处 处 相等 的 元 素 看 作 同 一 元 素 ， 
那么 容易 验证 上 面 定义 的 iii 是 L?[a,58] 上 的 范 数 ,关于 此 范 数 ， 
Zz[La,6j 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 


由 ZLayb 上 的 范 数 可 导出 其 上 的 度量 , 即 对 任意 f ,gE 
Lr[a,6] 


pe (fre a 


可 以 证 明 : 

(1) 赋 范 线性 空间 L*[a,6] 是 完备 的 : 即 它 是 Banach 空间 ， 

(2) 空间 La, 的 是 可 分 的 . (实际 上 , [4,6] 上 有 理 系 数 的 多 
项 式 的 全 体 组 成 的 子 空间 Po[a,8j 在 L*[a,5] 中 稠密 . ) 

(3) 关于 Z[a ,的 的 范 数 | pe ee 
中 > 的 完备 化 空间 就 是 L?[a ,5]. 
当 p= 二 2 时 ,在 线性 空间 ZL?[a,58] 中 可 以 定义 二 元 素 了 和 的 
内 积 


fn 一 | Arer BYdz 
则 ZL[a,6j 关 于 此 内 积 成 为 内 积 空 间 . 由 此 内 积 导 出 的 范 数 就 是 


人 la , 即 对 于 了 E 了 La ,5 ,显然 
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1 

的 
RL 
权 . 
~ 


的 复合 丙 这 放 些 广 的 问 开 入 
| 消 歼 .网 了 入 各 二 的 复 秆 训 
营 [ab ji 二 的 复 从 可 测 次 数 /的 实 站 和 虚 部 萤 央 fa. 下 关 
二 各 六 数 ， 则 大 称 为 La FF 的 总 德 志 可 息 所 数 . 
加 和 样 可 天 记号 La 证 C1 pel) Wr 
F 的 复 值 Ls 可 筷 ! 讽 头 的 全 体 
人 
| i C7) | A < 十 i 


与 前 而 的 讨论 “ 栏 ,定义 范 数 乒 上, 下 是 L746 成 为 复 赋 范 线性 
空间 . 


个 


紧 性 年 分 析 中 是 个 很 重要 的 概念 . 人 
《或 度 基 空 间 ? 中 介绍 紧 集 和 紧 空 间 的 定义 . 所 有 的 定理 者 是 在 屿 
范 线性 空间 中 得 到 的 . 实际 上 ,在 所 有 的 定理 中 ,将 “ 赋 范 线性 室 
间 "改换 为 “ 度 筑 空间 "其 结论 仍然 成 六 

定义 3. 29 没 如 足 赋 范 线性 空间 (或 度量 空间 ) 区 的 了 集 . 

(1) 若 刀 中 任意 序列 ! {zo) 莉 有 一 个 收 僵 的 子 序 列 {r,){ 妓 
Cr 了 ZOE ), 则 有 4 称 为 X 中 的 列 紧 集 . 

C2) 车 4 中 任 辣 序列 fa) 都 有 一 个 收 仇 的 了 这 列 {fzw + 月 
zw 和 全, 则 二 称 为 X 中 的 自 列 紧 集 , 或 称 为 紧 集 .于 


他 严 可 地 涪 , 趾 询 紧 集 与 紧 集 的 概念 有 所 淋 问 .但 是 在 斌 范 线 伯 空 章 和 度 民 空间 
中 这 油 个 概念 晟 等 价 的 , 木 书 中 研究 的 问题 都 是 在 赋 范 线 社 空间 上 或 度量 汪 间 中 进行 
人 的: 树 此 可 以 不 区区 分 眶 之 癌 的 花 蜡 . 
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(3) 若 芒 本 身 是 列 紧 集 , 改 了 是 紧 集 , 则 X 称 为 紧 空 间 ， 

由 上 述 定义 可 知 ,在 赋 范 线性 空间 (或 者 在 度 基 空间 ) 中 , 紧 集 
实际 上 就 是 列 紧 的 闭 集 . 

紧 集 序 紧 空间 具有 下 面 的 性 质 . 

定理 3. 21 设 和 是 赋 范 线性 空间 . 

《1) 若是 天 中 的 列 紧 集 , 则 A 是 有 界 的 . 由 此 可 得 到 ;车 4 
是 天 中 的 紧 集 , 则 4 是 关中 的 有 界 财 集 ， 

(2) 若 民 是 紧 空 间 , 则 成 中 任何 闵 集 都 是 紧 集 . 

《3) 任何 紧 空间 都 是 完备 的 . 

证 明 ” (1) 设 4 是 和 中 的 列 紧 集 .假若 4 是 无 界 的 , 则 4 和 
必 存 在 无 界 序列 ,使 得 

| zs 位 (nE€E A), 
由 于 收 钱 序列 必 有 界 , 因 翅 {z,} 中 不 可 能 包 会 有 收 傅 的 子 序列 ,此 
与 4 的 列 紧 性 矛盾 . 

《2) 设 A 是 紧 空 间 关中 的 闭 集 , 即 4= 有 .对 于 4 中 任意 序 
列 {z,}, 因 及 是 紧 空 间 , 故 存在 收 化 的 子 序列 {z,,) ,zx 一. 由 
§ 3. 2 定理 3. 8(1) 得 xEA=A, 则 4 是 紧 集 得 证 . 

(3) 留 作 习题 . 

定理 3. 22 ” 紧 集 的 连续 象 是 紧 集 . 

证 明 设 /是 赋 范 线性 空间 XX 到 赋 范 线性 空间 Y 的 连续 映 
射 ,4 是 X 中 的 紧 集 ,需要 证 明 fC(4) 是 Y 中 的 紧 集 ， 

设 {y,) 是 了 4) 中 任意 序列 , 则 存在 (zx.}CCA, 使 得 y= 了 (x,) 
(xnENT). 由 于 4 是 紧 集 , 则 (zx,} 有 一 个 收 合 的 于 序 到 {zx,), 且 
Zz A, 于 是 {yy ) 是 {y,} 的 子 序列 ,有 旦 由 的 连续 性 得 

yf ra > rE AA). 
因此 /CA4) 是 Y 中 的 紧 集 . 证 毕 . 
应 用 数 直 线 六 的 完备 性 可 以 证 明 ,E( 或 者 8") 中 任何 有 界 集 
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都 是 列 紧 的 . 因此 ,只 ( 或 者 者 R") 中 任何 有 界 闭 集 都 是 紧 集 . 特别 
地 ,中 中 的 闭 区 间 [a,5] 是 紧 集 . 在 实 分 析 中 ,有 界 闭 区 间 上 的 连续 
函数 具有 重要 的 性 质 ,例如 ,在 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 是 有 界 
的 ,并 且 可 以 达到 上 确 界 和 下 确 界 . 一 般 地 说 , 紧 集 上 的 连续 汉 取 
也 有 此 性 质 . 

定理 3. 23 ” 紧 集 上 的 实 值 连续 滩 孙 是 有 界 的 ,并 且 可 以 达到 
上 确 界 和 下 确 界 . 

证 明 设 和 4 是 赋 范 线性 空间 六 中 的 紧 集 , 泛 函 f/:X 一 是 连 
续 的 , 要 让 明 ;f(4) 是 有 界 的 ,并 且 存 在 x,x;&E A 使 得 

f(r) =—=sup{f (xr) |rEA}, 
Flr =inf{f (Cr) IrEA}. 

换 句 话说 ,fF(4) 有 最 大 值 fx) 和 最 小 值 f(x;). 

由 前 面 的 两 个 定理 可 知 ;,f(A4) 是 中 中 的 有 界 闭 集 . 记 

M=sup!{f (rz) |zr€E A}. 
由 上 确 界 的 性 质 ,对 任意 se>>0, 存 在 zE 4 使 得 
M—s<f(r)<M. 
这 表明 ,以 MM4 为 中 心 ,任意 6 沁 0 为 半径 的 开 球 BCM,e)( 一 (M 一 e， 
M 十 8)) 痢 与 f(A) 相交 , 故 ME CtA) 二 了 (4A). 因此 ,存在 tz,€4 
使 得 
fr) =—=M=suplf (zx) |r€ A}. 
同 理 可 证 ,存在 x;€ 4 使 得 
f(z) =inf{( f(r)|rEA}. 证 毕 . 


3 3.6 有 界线 性 算 子 


泛 函 分 析 中 -类 重要 的 问题 是 研究 两 个 赋 范 线性 宅 间 之 间 的 

有 界线 性 算 子 . 在 本 节 中 ,将 介绍 有 界线 性 算 子 范 数 的 概念 , 指出 

线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 是 等 价 的 . 最 后 讨论 有 界线 性 算 子 的 
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全 体 构成 的 赋 范 线性 空间 . 

一 、 有 界线 性 算 子 及 算 子 范 数 

定义 3. 30 设 钱 和 YY 是 两 个 峰 范 线性 空间 ,T: 久 一 了 是 线性 
算 子 . 若 存在 常数 c>0, 使 得 对 一 切 =EX 都 有 

4 人 zl 志 中， (3. 13》 
则 代称 为 X 上 的 有 界线 性 算 子 ,或 称 了 是 有 界 的 . 

须 注 意 ,在 (3.13)? 中 范 数 |zl 和 Hzll 分 别 表示 在 和 和 了 中 的 
范 数 . 在 定义 中 使 用 “有 界 ” 二 字 是 由 于 有 界线 性 算 子 具有 如 下 特 
征 ; 

线性 算 子 了:X->Y 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 工 把 X 中 的 任意 有 
界 集 映 成 Y 中 的 有 算 集 . 

事实 上 ,必要 性 是 明显 的 . 现 证 充分 性 .车 TT 把 X 中 的 任意 有 
界 集 映 成 了 中 的 有 界 集 , 则 天 中 的 单位 闭 球 祖 (0,1) 的 象 T(B(0， 
1)) 在 工 中 有 界 , 即 存在 c>>0, 使 得 对 任意 yE 吉 (0,1) 有 |7y| 去 c. 


现任 取 xEX 且 z 天 0, 则 人 和 E 亏 (0， 1), 于 是 


工人 zz 
所 


从 而 上 zl 委 clz ,并 且 此 不 等 式 当 天王 0 时 仍然 成 立 . 充分 性 得 
证 . 


二 而 


应 当 注 意 , 这 里 线性 算 子 “有 界 * 的 含义 与 微 积分 学 中 的 有 界 
po la 
集 的 函数 ， 

考察 不 等 式 (3.13), 对 于 一 切 zEX 且 xz 关 0,(3. 13) 式 变形 
为 


Hrzl <。 (3. 14) 


i < 
满足 (3. 14) 的 所 有 常数 < 必 有 下 确 界 ， 或 者 说 所 有 的 sl 必 有 上 


确 界 , 于 是 可 作 如 下 定义 - 
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定义 3.31 设 X 和 了 了 是 两 个 号 范 线性 空间 ,了 :入 一 四 上 十 有 与 

线性 算 子 . 令 
Wp 

史上 2 芷 称 为 算 子 了 的 范 数 ,或 称 为 了 的 算 子 范 数 . 

当 革 二 (0; 时 ,规定 上 == 0. 

当 了 : 兴 一 和 是 有 界线 性 算 子 时 ,对 竺 一 个 交 EX 都 有 

lz a 7TH. 

引 理 3.8 设 苹 和 YY 是 两 个 典范 线性 空间 , 丁 :X-xY 是 有 界 

线性 算 子 . 测 
(TH = Su .zl = Sup 全 |， 《3. 15》 


所 做 xxils] 
证 明 rit er 


村 


[1oz#zeX|= = 全 lzEX zl 一 1》 


CizrizEX,zls1l }, 


rh =sup ff = sepl7 让 
=svp jz 芝 sup Tz 
<suplT llzl 一 | 小 
因此 ,等 式 (3. 15) 成 立 ， 
例 3, 24 ” 赋 范 线 忻 空间 世上 的 恒 等 算 子 TX 一 XX 定义 为 
Ti7 一 工 (TX). 
显然 ,1 是 有 界线 性 算 子 ,月 7 二 1. 
赋 范 线性 空间 XX 到 峰 范 线 福 空间 了 的 伶 算 了 0 定义 为 
0Qr=0 (x EX). 
显然 ,等 算 子 0 是 有 界线 性 算 子 ,有 旦 1 0 一 60. 
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例 3. 25 设 了 了 :Gfa 0 一 CLa 0 定 义 为 
CY 芭 | Cyds ee 
显然 了 是 线 性 算 子 . 对 任意 xECLa,6j， 
| zd 


ITzl =max 
<<max 11 一 2) 一 Coa)lr: 
和 
故 7' 是 有 界 的 ;二 上 TH 所 5 一 a. 另 -- 方 面 : 取 常 值 消 数 re, 使 满足 
Tutt)=1 (UElabl), 则 
~ Tx _ 


7 川 渤 站 
a zl 
一 InaX | ad 一 如 一 4， 
如 u 


因此 ,| 了 T=6 一 a. 
”下面 举 -个 不 是 有 界 的 线性 算 子 ; 则 无 界线 性 算 子 的 例子 . 
例 3.26 设 C[0,1] 是 [0,;1] 上 具有 连续 的 一 阶 导 销 数 的 函 
数 的 全 体 , 它 是 C10,1] 的 子 空间 , 考虑 微分 算 子 DPC:[Eo,1]-~> 
CL0,1]j, 其 定义 为 
DDD 一 至 各 (re C0,1). 


显然 DD 是 线 忻 算 于 ,但 局 不 是 有 界 的 .事实 不 , 取 x.€ CL0,1j 满 
是 z= 二 EL0,1]), 则 对 每 一 个 nE 玉 有 j==1 且 
IDz.l| = max lnt” "| 二 =n, 
因此 ,不 存在 一 个 圈定 的 常数 c 使 得 
lpzil -< 
zi 和 
对 任意 的 都 成 立 , 故 刀 不 是 有 界 的 ,或 者 说 站 是 无 界 的 . 
二 、 线 性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 
定理 3. 24 设 避 和 YY 是 赋 范 线性 党 间 ,了 :和 X-”Y 是 线性 算 
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子 . 

(GD) 人 在 六 上 是 连续 的 , 当 且 仅 当 开 在 关上 是 有 界 的 . 

(2) 若 了 在 某 点 zs€EXX 连续 , 则 了 在 区 上 连续 . 

证 明 (1) 当 了 为 零 算 子 时 ,结论 显然 成 立 . 现 设 了 不 为 零 
算 子 ， 

充分 性 ， 设 了 是 有 界 的 . 任 取 zx,EX, 对 于 任意 :>0, 取 6== 
和 7 下 * 则 对 一 切 满足 1x 一 zoll<8 的 了 ,有 

ITz 一 Tzoll =|T Cr — zo < Tr — zl 
<<|TIS = e. 

因此 工 在 点 zo 连续 . 由 xo 的 任意 性 , 则 得 7 在 X 上 连续 . 

必要 性 . 车 TT 在 义 上 连续 , 则 工 在 点 z,.EX 连续 .于 是 ,对 
于 e=1, 存 在 6>0, 使 得 对 一 切 满足 lz 一 zl<8 的 zx, 有 


ITz 一 了 rol<< se 一 1. (3,16) 
任 取 yEX 且 yz#0, 令 z 二 zo 二 3454Y' 则 < 满足 
| 6 | 6 
| 一 一 - 
人 zoll [a 2 < 6. 
因此 (3. 16) 式 对 此 成立 , 即 


人 四 
ITz — Tzoll = | |- DR Ld <1， 
从 而 得 到 
ITyl < lt. 


因 司 是 一 个 与 任 取 的 y 无 关 的 常数 , 故 工 是 有 界 的 . 
(2) 由 (1) 的 必要 性 部 分 的 证 明 可 知 , 若 了 在 已 的 某 一 点 mi 
连续 , 则 了 是 有 界 的 . 再 由 (1) 得 到 ,7 在 X 上 连续 . 证 毕 . 
推论 设 X 和 了 是 贱 范 线性 空间 ,7T:X-*Y 是 有 界线 性 算 
子 . 下列 结论 成 立 ， 
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(1) 车 在 系 上 zz 则 在 了 Y 上 了 rz 一 了 zi 
(3) 了 "的 等 空间 - 少 (Z) 是 闵 的 . 
证 明 (1) 由 定理 3. 24(1) 及 定理 3.1 立 即 得 证 . 
《2) 由 定义 ,线性 算 子 了 指 零 空间 
NT)= {rEXITr=0}. ， 
任 取 A(T) 中 的 序列 {zx,} ,车 zs 一 ,由 于 了 连续 ,以 及 Tzre 一 0， 
则 
Tz = limTz, = 0, | 
故 xE-NT). 由 定理 3.8,7(T) 是 闭 集 . 证 毕 . 
”有 必要 强调 一 下 定理 3. 24 的 重要 意义 .对 于 二 赋 范 线性 空间 
之 间 的 线性 委 子 了 ,此 定理 指出 : 开 的 有 界 性 和 连续 性 是 等 价 的 ; 
T 在 一 点 连续 可 推出 了 在 全 空间 上 连续 . 
三 、 有 界线 性 算 子 空间 
设 筷 和 了 是 在 同一 数 域 形 上 的 赋 范 线性 空间 ， 鹏 ( 和 了) 表示 
所 有 蕊 到 Y 的 有 界线 性 算 子 的 全 体 组 成 的 集 . 
在 名 (X,Y) 上 ,对 于 任意 T,SE 吕 (X,Y) 和 任意 aE 及 ,定义 
了 十 3 和 a7 为 
(T+ Sz = Tzr+ Sz, 
(aT)zT = aTr, {xz EE XY). 
显然 ,了 十 SEE 到 (和 7)afE 静 (X,7). 因此 多 (X,Y) 按 吐 线 性 


运算 成 为 线性 空间 . 
对 于 线性 空间 鹃 (X, 了 ) 中 任意 一 个 元 素 了 ,定义 | 呈 | 为 
ITz|l i 
lI = exe zf | (3. 17) 


(有 即 为 算 子 本 :了 X>Y 的 算 子 范 数 ). 容易 验证 , 按 此 范 数 . 否 ( 生 ,7) 
成 为 赋 范 线性 空间 . 例如 验证 满足 三 角 不 等 式 . 对 于 任意 ,7， SE 
HB(X,Y) 及 xzEX, 有 
[T+ 5)z) ITzl + sl 
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T+ SDhai. 

故 弃 十 SEE 二 SS 

打 细 二 述 讨论 ,实际 于 这 经 证 明了 上 下面 的 定理 . 

定理 3. 25 ” 赋 范 线性 空间 X 到 峡 光 线性 空间 半 的 所 有 有 界 
线性 算 子 的 全 体 组 成 的 线性 空间 , 疹 (X,Y) 按 (3.17) 定 义 的 范 数 
成 为 赋 范 线性 空间 ， 

自然 会 提出 这 样 个 问题 ,在 什么 条 件 下 .为 (X .了 ) 足 Banach 
室 间 ?下 看 的 定理 指出 ,只 要 求 了 是 Banach 空间 ,就 十 以 保证 
沱 (X,Y 了 ) 是 Banach 空间， 

定理 3. 26 芳 忆 是 赋 范 线性 空间 ,7 了 是 Banach 空间 , 则 
(X,Y) 大 Banach 空 回 . 

证 明 设 {,) 二 :部 (X,Y 了 ) 中 任意 的 Cauchy 序列 , 则 对 任意 
se0, 和 存在 正 束 数 N ,使 得 对 -- 切 za 人 > 六 有 

[ee | 
于 是 ,对 每 一 个 rE 及 num>>N ,有 
[zo Tr ,7 dl < sl (3.18) 
这 表明 ,对 每 一 个 EX,{7,z) 是 Y 中 的 Cauchy 序列 .由 jr 了 是 
完备 的 ,可 设 Try?E7. 这 样 ,定义 了 -- 个 算 子 7:X 一 7 使 得 对 
每 一 个 xGX 
TE limT TE, 
算 了 了 了 是 线性 的 ,因为 对 任意 rzs 扣 总 及 数 4, 
Tan 十 Pr,) =limT, (ar, 十 Bz,) 


==w limT,xr, 十 及 1lint rs 
Ee 


=—alr 十 Bi. 
现 让 TT 是 有 界 的 日 ToT, 由 (3.18) 式 及 荡 数 的 连续 性 ,对 
-一切 sn 守 六 及 每 一 个 xEX, 有 
Tr Ta = linlT 一 Tarlselzi (3.319) 


146 


这 表明 , 当 wn 之 N 时 ,T, 一 是 有 界线 性 算 子 , 又 因 T, 是 有 办 的 ， 
帮工 = 了 ,一 (T, 一 人) 是 有 界 的 , 即 了 TE 如 (X,Y). 由 (3.19) 式 ,对 
一 切 w>>N 可 得 
IT, — Tl = sop | (71, — Tz Rs. 

因此 了 ,一 人. 证 毕 . 

四 、 有 界线 性 算 子 的 姜 积 | 

设 了 是 赋 范 线性 空间 , 叉 到 义 的 有 界线 性 算 子 的 全 体 组 成 
的 赋 范 线性 空间 记 为 多 (X ,XX). 

定理 3. 27 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,T,SE BC(X, 六 ), 则 工 与 
3 的 复合 S :TE 各 (X,X) 并 且 

Is oT SNHTL. 

证 明 ”对 每 一 个 zxEX,(S 。T)r 二 S(Tz), 显 然 S 。7 是 线性 

算 子 . 对 每 一 个 rzE XX， 
Fes eTYzl esSIHTzl SHITHlzl; 

故 S。T 是 有 界 的 , 且 |S。T 志 ST. 证 毕 . 

在 家 (XXX) 中 ,对 于 任意 TT,SE' 史 (X,X), 定 义工 与 5S 的 比 
积 为 了 与 9 的 复合 , 即 ST=S 。T. 这 时 ,对 每 一 个 zxEX， 

(ST)x = S(Tzx). 

由 定理 3, 27 知 , 算 子 7' 与 S 的 乘积 STE 六 (XX,X), 且 满足 

1sT1 ss TH. 
上 式 表明 ,T 与 3 的 习 积 ST 的 范 数 满足 所 谓 的 次 乘 人性 . 


83.7 有 限 维 赋 范 线性 空间 


在 泛 阔 分 析 中 ,研究 的 主要 对 和 象 是 无 限 维 空间 ,而 把 有 限 维 空 
间作 为 特例 .然而 从 某 些 应 用 的 角度 来 看 ,无限 总 是 通过 有 限 去 认 . 
识 它 \ 逼 近 它 . 因此 ,有 必要 在 本 节 中 研究 有 限 维 赋 范 线性 空间 所 

.具有 的 特性 ,如 有 限 维 赋 范 线性 空间 是 完备 的 ,有 限 维 线性 空间 上 
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任何 两 个 范 数 都 是 等 价 的 等 , 本 节 还 将 指出 ,有 限 维 赋 范 线性 空间 
上 的 线性 算 子 是 有 界 的 ， 

一 .有限 维 赋 范 线性 空间 的 完备 性 

先 证 明 一 个 基本 的 定理 . 

定理 3.28 设 X 是 n 维 赋 范 线性 空间 , {e,,…,e.} 是 XX 的 


基 , 则 存在 常数 cu,cz>0, 使 得 对 任意 x 一 >) eeEX, 有 
(DE lel al DI 《3.20? 
证 明 仅 就 x 是 实 空间 的 情况 进行 证 明 . 
对 任意 * 一 27 &eE 和 ,定义 映射 


Tz = (€,. ,°° ,6 €E RK’, 
则 I 的 线性 同 构 映 射 . 由 于 在 有 R" 中 


上 zz = (Pll)’, 


因此 要 证 明 的 不 等 式 (3. 20) 可 写 为 下 面 的 不 等 式 ， 
cl 0 < zl cl Trl. (3. 21) 


=(D lol) 1 , 则 对 任意 5 一 2 6e.EX 有 
zf Plellel < (Piel’) Dy 


a( DIE )* = cs Tz. (3. 221 
另 一 方面 , 令 4 为 民 中 的 单位 球面 , 即 
A= (ae= 人 GeOrE 配 | Piste ts1): 
对 任意 a 二 (1,… ,各 )"E 4( 即 存在 一 六 &, e, 蕊 义 , 满 足 a 二 
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Tz) ,定义 兴 函 , 
jw 一 | >6e|l= zl, 
则 泛 函 六 : 4 一 灵 是 连续 的 . 事实 上 ,对 任意 4 中 的 收敛 序列 
{an) an 一 zz 则 存在 zwyzEX,(mE NI) ,使 得 ao 一 True 一 了 zx. 由 
(3. 22) 式 
[fa ~ fea) |= tel — Hz!ieiz rth 
cl Tr Tx) = elan—al—0, 

所 以 是 连续 的 .由 于 A 是 Re 中 的 有 界 闭 集 , 从 而 是 紧 集 .应 用 定 
理 3.23, 存 在 ao 二 了 x,E 4, 使 得 

~ flan = inf{fla)la € A). 


令 一 /Cao), 则 F(a) 二 上 zo 上 >0. 对 任意 2 一 了 >) eeexX 
Tr b 
且 iT , 故 


|7E7|=/ 7) 
之 inf{f(a)la € A}= 0a. 
于 是 得 到 
| zi 兰 c | Tr. 《3. 23) 
当 xz 一 0 时 ,不 等 式 (3. 23) 仍 然 成 立 . 综合 (3. 22) 和 (3.23), 则 不 
等 式 (3. 21) 得 证 ,也 即 不 等 式 (3. 20) 得 证 , 当 X 是 复 空间 时 ,证 明 
完全 类 似 . 证 毕 .， 
由 定理 3. 28 所 证 的 不 等 式 (3. 20) 或 (3. 21) ,容易 推出 ， 
Qi) {zw} 是 下 中 的 Cauchy 序列 , 当 且 仅 当 {Tx} 是 展 ( 或 个 ) 
中 的 Cauchy 序列 . 
Ci) (zm} 在 关中 收 僵 于 x, 当 且 仪 当 { 工 zx} 在 R"( 或 C2) 中 收 
敛 于 了 Tz. 
由 于 RR" 和 C" 是 完备 的 ( 见 8 3.1 例 3,9), 应 用 上 述 结论 (和 
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《ii 立即 可 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 3. 29 ”任何 有 限 维 赋 范 空间 都 是 完备 的 . 因此 , 峰 范 线 
性 空间 的 任何 有 限 维 子 空间 都 是 闭 的 . 

证 明 不 妨 设 XX 是 维 实 赋 范 线 性 空间 . 若 {z。} 是 和 中 任意 
Cauchy 序列 ,按照 定理 3. 28 中 的 记号 和 不 等 式 (3. 21), 可 推出 
{Tra} 是 疼 " 中 的 Cauchy 序列 , 因 AR*" 是 完备 的 , 故 存 在 4 二 TzxE RR" 
使 得 Tzx,->a 二 了 Tx, 于 是 x 一 TE XX. 因此 站 是 完备 的 . 

现 设 X 是 赋 范 线性 空间 (不 一 定 是 有 限 维 的 ),Y 是 X 的 =” 维 
子 空间 . 要 证 了 是 中 的 闭 集 ,只 要 证 了 CY. 为 此 ,对 任意 的 yE 
了 , 则 存在 {ym}CY 使 得 一 y 由 于 收 钱 序列 是 Cauchy 序列 且 Y 
是 完备 的 , 故 yEY. 因此 了 CY. 证 毕 . 

注意 , 贼 范 线 性 空间 的 无 限 维 子 空间 不 一 定 是 完备 的 ,也 不 一 
定 是 闭 的 . 例如 ,在 Banach 空间 CL0,1J 中 ,PL0,1] 是 C[0,1j 的 无 
” 限 维 子 空间 . 由 § 3.1 例 3.14 可 知 ,PLC,1j] 是 不 完备 的 ;因此 不 是 
CL90,1j 中 的 闭 集 ， 

二 、 有 限 维 线性 空间 .上 范 数 的 等 价 性 

定理 3. 30 ”有限 维 线性 空间 上 任何 两 个 范 数 都 是 等 价 的 , 即 
苦 外 -人 各 个。 是 有 限 维 线性 空间 忆 上 的 两 个 范 数 , 则 存在 正 
数 z 和 5, 使 得 对 于 每 一 个 rEX 都 有 

allz|, lr. xl: (3. 24) 

证 明 设 dimX==n, {el，… tes} 是 访 的 基 . 分 界 在 CX, :1) 

和 (XX, 上 * 上 ;上 应 用 定理 3. 28, 则 存在 常数 cj>>0 和 c; 汗 0, 使 得 


对 每 一 个 < 一 > 人 et EX ,分 别 有 


1 


EA “<l zl 


lz he DH)t. 


令 a 一 全, 则 从 上 面 两 个 不 等 式 立即 得 到 


alzl<ol 1sl de pe 


在 上 面 的 证 明 中 , 若 将 | 小， 与 | |: 互 换 , 则 可 证 明 (3.24) 的 另 
一 个 不 等 式 成 立 . 证 毕 ， 

由 此 定理 可 知 ,在 有 限 维 贱 范 线性 空间 (X, | ， 上 4,) 和 (X， 
上 :中 中 ,任何 序列 车 在 其 中 一 个 空间 中 收 化 , 则 必然 在 另 一 个 
空间 中 也 收敛 . 下 面 举 一 例 说 明 ,有 限 维 线性 空间 上 范 数 的 等 价 性 
定理 的 应 用 . 

例 3.27 设 世 是” 维 赋 范 线性 空间 ,{el,,e} 是 习 的 基 ， 
{zm 是 XX 中 任 一 序列 ,zoEXX, 又 设 在 此 基 下 ,ze 和 xo 可 分 别 表 
示 为 

Xn 一 3 er; (m € N), 


2 ee 
Ee & (pe, ‘0) (m~—>00). 
证 明 不 妨 设 六 是 实 空间 . 仍 用 定理 3. 28 中 的 记号 ,对 于 任 
意 z 一 人 216 EX ,定义 映射 
| Tzx= (6 ,6 ) ER", 
则 了 是 买 到 及 "的 线性 同 构 映 射 . 在 R" 上 选择 如 下 两 个 范 数 


I Tz = (B161)E, 


1 Tz 一 maxlél. 
由 定理 已。 28,“ 在 XxX 于 Zoo 等 价 于 在 “( 交 "， | 本 | 2) 上 了 人 一 > 
Txo”. 由 定理 3. 30, 后 一 条 件 又 等 价 于 “在 CR", |‖ -17? 上 Tzw> 
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7zo”, 即 
| Ts 一 工 zo || -一 Ma [él —éE | —» 0. 
显然 ,此 极限 等 价 于 “对 每 一 个 i€ 生 ,2,…,n} 有 > 
证 毕 . 

三 ,有 限 维 赋 范 线性 空间 上 线性 算 子 的 有 界 性 

定理 3. 31 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 是 有 界 的 . 具 
体 地 说 ,车 x 是 有 限 维 峰 范 线性 空间 ,Y 是 赋 范 线性 空间 ,T 是 X 
到 了 的 线性 算 子 , 则 了 是 有 界 的 、 

证 明 设 dimX = 二, {el,…,e} 是 防 的 基 . 对 任意 


es Se EX, 
ITzl|= 1 Dé Te < DE Tel 
i=1 . i=] 


< (Prals (Ier)t. 
又 由 定理 3. 28, 存 在 常数 cj>0 使 得 
cf Det) zl. 


Sr= (2 TaN’)! ,Ny 


Trl Sro( DEF) I Srlzl. 


因此 字 是 有 界 的 . 证 举 . 
最 后 ,应 用 有 限 维 赋 范 线性 空间 上 线性 算 子 的 有 界 性 来 讨论 
Coxs 和 机 xn。 
由 $1.2 例 1.12 知 ,C"** 是 所 有 nXn 复方 阵 的 全 体 组 成 的 线 
性 空间 .而 每 一 个 方 阵 4E C***, 在 作 选 定 的 基 下 ,与 一 个 2 到 人 
的 线性 算 子 的 对 应 是 一 个 双 射 ( 兄 例 1. 19). 因此 ,可 以 认为 方 阵 
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4 是 一 个 妇 到 红 " 的 线性 算 子 (或 称 为 线性 变换 ) ,根据 定理 3. 31， 
线性 筑 子 4 是 有 界 的 . 因此 ,线性 空间 C™* 按 照 算 子 范 数 成 为 赋 范 
线性 空间 . 因为 是 完备 的 ,所 以 CX" 按照 算 子 范 数 成 为 Banach 
空间 . 

同样 ,所 有 nxn 实 方 阵 的 全 体 组 成 的 线性 空间 Rr*** 按 照 算 子 
范 数 成 为 Banach 空间 ， 


§ 3.8 方 阵 范 数 


线性 空间 2 "中 的 元 素 4 是 一 个 nxn 复方 阵 . 可 以 按 两 种 观 
点 来 定义 4 的 范 数 :(1) 4 仅 看 作 C"** 的 元 素 , 即 一 个 复 ni 维 空 
间 中 的 向 量 ,定义 它 的 范 数 :(2)》 4 看 作 必 * 到 的 线性 算 子 (或 称 
为 线性 变换 ) ,定义 它 的 范 数 , 即 算 子 范 数 . 由 于 C"" 中 任意 两 个 方 
阵 4 和 B 的 飞 积 4 瑟 EC ,以 及 任意 AEC*" 与 任意 xzEr 的 
乘积 4zEC", 很 自然 应 该 讨论 方 阵 的 范 数 是 否 与 二 方 阵 的 乘积 以 
及 与 方 阵 和 向 量 的 乘积 相 容 , 即 方 阵 的 范 数 是 否 满足 所 谓 次 乘 性 . 

本 节 主 要 讨论 方 阵 范 数 的 定义 ,并 应 用 方 阵 范 数 来 研究 方 阵 
的 谱 半 径 . 
”一 . 方 阵 范 数 

设 4=[a]EC*", 当 C*** 看 作 n: 维 复 线性 空间 时 ,4 可 看 作 
一 个 nw 维 复 向 量 , 所 以 可 以 定义 4 的 各 种 范 数 , 例 如 


| A ,= max la;j|, 
1 


1 站 41 = 人 YY os (1<p<cc) ， 
i1 jl 


41s=( 如 台 1as1?)i (p=2 的 情况 )， 


1 A l=mas Bel, 
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4 “= mnax > Jaijl. 
容易 验证 ,0C"”*" 关 于 上 述 各 种 范 数 丝 成 为 赋 范 线性 空间 . 
设 (", 1。 是 一 个 赋 范 线性 空间 , 则 每 一 个 方 阵 4 EC"** 
可 以 看 作 (C", 1 .> 到 自身 的 一 个 线性 算 子 (线性 变换 ) ,并且 4 
是 一 个 有 界线 性 算 子 ( 见 定理 3. 31). 按照 4 的 算 子 范 数 
eal ,Sup | Ax | ,, (3. 25) 


Tz, 1=1 

CC" "是 一 个 Banach 空间 ( 见 上 节 来 的 说 明 ), 此 Banach 空间 2 
用 以 前 的 记号 就 是 多 (C0"). 这 时 ;CC"*" 中 任意 二 方 阵 4 和 BB 的 
乘积 就 是 它们 作为 有 界线 性 算 子 的 乘积 . 因此 ,4 和 B 的 习 积 AB 
的 范 数 满足 


Al = sup 
工 关 0 


IABN<HANNB 
( 见 定理 3.27), 即 满足 次 乘 性 .对 于 AECW™" 以 及 zxzEtr, 由 有 界 
线性 算 子 的 定义 ,也 满足 
Az .< azl.. 
综 上 ,在 C"“" 上 可 以 赋予 各 种 不 同 的 范 数 成 为 赋 范 线性 空间 . 
为 考虑 C0C"*" 上 的 范 数 是 否 与 二 方 阵 的 履 积 以 及 方 阵 与 向 量 的 忌 积 
相 容 的 问题 ,给 出 下 面 的 定义 . 
定义 3.32 设 (C*", |, 中 ) 和 (0", ,|.) 是 赋 范 线性 空间 ， 
(1) 若 对 于 任意 4,BECex ,有 
AB .AHHNBH, 
则 CO" 上 的 范 数 称 为 与 二 方 阵 苹 积 相 容 的 方 阵 范 数 ,简称 为 方 阵 
范 数 (或 矩阵 范 数 ). 
(2) 若 对 于 任意 AE€ CX" 及 任意 zEC, 有 
Axl ,<I Allzl,, 
则 C*™** 上 的 范 数 .| 称 为 与 向 量 范 数 | . ‖ 。 是 相 容 的 . 
显然 ; 当 C "按照 算 子 范 数 成 为 Banach 空间 时 ,CO"** 上 此 算 
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子 范 数 是 方 阵 范 数 ,并 且 与 向 量 范 数 是 相 容 的 ， 
例 3.28 若 C"*" 中 任 一 方 阵 4=Lai;j 的 范 数 定义 为 


| Al, = ,ax lawl, 
”中 任 一 向 量 zz 一 (6 6, ) 的 范 数 定义 为 
lz|. = max | 名 | ， 
则 Cr* 上 的 范 数 昌 :| .不 是 方 降 范 数 ， 并 且 与 向 基 范 数 外 * | -不 


是 相 容 的 ， 
现 举 一 例 说 明 , 在 C ?中 , 取 


=a- -是 


则 ole 而 


于 是 
‘ABN,=2>1= Al,lBI,, 
{Az =2>1= 1A,lzl.. 
例 3.29 车 Cx*"* 中 任 一 方 阵 4==[ai] 的 范 数 定义 为 
Als = (Dl 四 二 ， 
则 1. | * 是 方 阵 范 数 . 此 范 数 上 | 1 7 常 称 为 Frobenius 范 数 ,简称 


为 下 - 范 数 . 下面 仅 验证 外. ‖* 与 二 方 阵 乘积 是 相 容 的 . 
事实 上 ,对 于 任意 人 4 一 [a;;], B= | EO ;有 


《 | AB | F) = > | Sh 
< 之 人 之 las13j 164 1")] 
= (DPI) Pt) 


= (A (Bl 7 


天 此 | ABx 寺 HAlzI Bl;. 
可 以 证 明 , 范 数目 :|; 与 (C*, 上 *) 中 的 向 量 范 数目 ;是 
相 容 的 . 事实 上 ,对 于 任意 4=[ajyjJEC"*X* 及 XT 二 (人 ED"， 


(Cl 4z 2)= > | Da 
cS en 
= (DD) (Ds 


= (ALC x.). 
因此 D4zD; 志 41 zl;. 
但 是 , 范 数 外 * | 不 一 定 与 Ce 中 的 其 它 向 量 范 数 都 是 相 容 
的 . 例如 考虑 (2 ,| 1 及 (人 ,站 -站 =-》 取 


1 0 一 1 
4=| -， :=| 1 | 
则 上 4lx=Y3,1zl-=l, Azr] =2, 于 是 
| Azl .=2> v3=|Al:|z|.. 
因此 , 范 数 :#5 与 (CO ,上 :中 。) 中 的 向 量 范 数 :不 是 相 容 
的 . 


一 般 来 讲 , 对 于 C"*" 上 的 方 阵 范 数 , 是 否 在 C" 上 存在 一 个 与 此 
方 阵 范 数 相 容 的 向 量 范 数 ? 下 面 的 定理 回答 了 此 问题 . 

定理 3. 32 车 :| 是 C"”*** 上 的 方 阵 范 数 , 则 在 C" 中 存在 一 
个 与 它 相 容 的 向 量 范 数 . 

证 明 取 C" 中 一 个 非 零 向 量 8 二 (8,，,…,P)". 对 于 任意 EE 
人 ", 定 义 


| zs=i zp | ， 


:其 KG, 上 -10 是 赋 范 线性 空间 . 仅 验证 三 角 不 等 式 如 下 :对 于 任 
意 zx,yEC", 注 意 到 | . | 是 C"x* 上 的 范 数 , 故 
| z+yls= | (xz 十 ?287 1 
< zp + yp 
=| zst yl 
对 于 任意 AEC"x" 及 zEC", 由 于 方 阵 范 数 满足 次 乘 性 , 则 
Azrls=|Azr8" lA 
= A ze 
因此 , 方 阵 范 数 上 "| 与 (C", | .p> 上 的 向 量 范 数 | 是 相 容 
的 . 证 毕 . 

二 、 方 阵 的 算 子 范 数 

前 面 已 经 讨论 过 , 若 上 ,1 .是 Co 上 的 范 数 ,对 于 任意 4E 
C” ,定义 上 41 为 算 子 4 : Cr 一 C" 的 算 子 范 数 ( 见 (3. 25) 式 ), 则 
(2 |- 1 ?是 Banach 空间 . 此 算 子 范 数 外 . ‖ 是 方 阵 范 数 ,并 且 
与 0" 的 向 草 范 数 | . |。 是 相 容 的 . C"x" 上 此 算 子 范 数 称 为 关于 Cr 
上 的 向 量 范 数 ‖. || .的 算 子 范 数 ， 

对 于 C" 上 的 范 数 省 ,外 ,<p 委 ce), 有 时 用 附加 下 标的 方法 
表示 4EC"“" 的 算 子 范 数 为 ‖ 4 | ,. 也 就 是 说 ,记号 | 41 ,可 了 明 
确 表 示 C"x" 上 的 方 阵 4 关于 C" 上 的 向 量 范 数 上 的 算 子 范 数 . 

通常 ,| . |, 读 作 p- 范 数 .p= 二 1,co 的 例子 如 下 ， 

例 3. 30 车 赋 范 线性 空间 (C”", | 。 || ,) 中 每 一 个 向 量 z= (&， 
… ,7 的 范 数 


1z 1, = 8), 
则 每 一 个 4=[ay]EC"* 关于 C- 上 的 向 量 范 数 ‖ .| ,的 算 子 范 
数 为 


上 4 1 ,二 max 2 |ail. : {3. 26) 
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《由 于 上 式 右 端 是 方 阵 4 的 革 个 烈 向 基 的 1- 范 数 的 最 大 值 , 所 以 
和 4 1, 又 称 为 方 阵 4 的 列 范 数 . ) 
证 明 设 4=[Lar]jE2 ,对 任意 xz 一 (名 ) fr 由 


nn 中 n 
< na - 了 
4z = ji ts > jan] ， 
7 1 这 1 pe 


1 Ar l= > | Da 
| | 后 | 


i=1 =! 
= (et ei) 

i=1 i 
< \ max 2 ll) 之 [6| 


= {mex Dlesl) zl, 
因此 1 4 用 入 max 全 | 。 


另 一 方面 ,对 于 有 限 集 { > au| 1j 一 1,…,n) , 必 存在 Ac 
(1,2,… ,1) ,使 得 加 
取 “= C0, .0.10,…,0)7E 0, 即 6 为 除 第 和 个 坐标 为 1 以 外 
其 余 坐 标 全 为 零 的 列 向 量 , 则 | e 1 =1, 并 用 


| Ae: | : = 六 aa 二 max 2 |asl. 
i=] y=1 
因此 1 A411 之 max 之 /lay| .所 以 (3.26) 式 得 证 . 
Ea JEL Fl i 
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例 3.31 若 赋 范 线性 空间 (C", 上 |: 上-) 中 每 一 个 向 量 x 二 
(Bo ,ET 的 范 数 


.sell = max|&|, 
则 每 一 个 .4 二 [ey]€ 0 "关于 CC" . 上 的 向 量 范 数 上 中-… 的 算 子 范 数 
1 Al = max la (3. 27) 


(由 于 上 式 右 端 是 方 阵 4 的 个 行 向 量 的 1- 范 数 的 最 大 值 ,所 以 
1 A411 又 称 为 方 阵 4 的 行 范 数 . ) 
证 表 设 A=[aj]EC*", 对 任意 xz 二 (6)”EC” 由 


Az -= max| Sak 
< 之， lasl |é,| 
< (max 他 oo (max |&,|) 


= {mex > le Be 


因此 141 -<mex lasl 
另 一 方面 ,存在 &E tl, 2,…,?} ,使 得 
Do,l = me 2 le |， (3. 28) 
取 y 一 (入 1… 入 )7E CO, 其 中 各 个 力 满 中 
-性 当 ajjy 关 0 


Us (7 = 1 ,7), 
1 当 Qj 一 和 
则 | y==1, 并 且 由 (3. 28) 有 


nl | 
| YY | on 这 97 
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= 二 lou 一 mes Zleol. 
因此 外 Al。 之 max 2 los * 
所 以 (3. 27) 式 得 证 ， 
三 、 方 阵 的 谱 半 径 
定义 3.33 设 方 阵 4EC” "的 = 个 特征 值 为 如， 令 
PCA) 一 mmax(1 人 la， |)， 
则 称 (4) 为 方 阵 4 的 谱 半 径 . 
方 阵 的 谱 半径 在 特征 值 理 论 中 是 一 个 重要 的 概念 . 方 阵 4 的 
谱 半 色 p(t4) 与 C"*** 上 定义 的 所 有 方 阵 范 数 有 如 下 关系 . 
定理 3. 33 设 方 阵 AEC x*, 则 
2(4) 一 inff 4 川中 是 C"** 上 的 方 阵 范 数 ;. 
证 明 (1) 先 证 明 , 对 C "上 人 和 任 一 方 阵 范 数 外 ' 省 ,都 有 
eA) A. 
设 4 是 4 的 任 一 特征 值 ,z 为 4 对 应 于 4 的 特征 向 量 , 则 
Ax= xz. 
由 定理 3. 32 ,对 C ”上任 一 方 阵 范 数 外, 外 ,在 C" 上 存在 一 个 与 它 
相 容 的 向 量 范 数 , 记 为 外 ' | 。, 于 是 
(Azl.=) Ar =| Ar .AN|z |),, 


从 而 
PI 
因此 
of4) 妥 1 四 41. 
(2) 再 证 明 ,对 任意 se>0, 在 Ce 上 存在 一 个 方 阵 范 数 


1 .1 。, 使 得 
141 .SptA)+e. 
对 于 方 阵 4, 必 有 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 
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1 刀 
成 为 Jordan 标准 形 ， 这 里 ,tos ;6-1 等 于 1 或 0, 并 且 


4 oA) 人 = 112° 7), 
令 
D=diag(lye le zeye oo) 
显然 冯 是 可 闭 算 阵 , 且 
D i=diag(l,ée,e en 1). 
于 是 


D JD=D "PAPD= Et 


| Eft,-1 九 
对 于 任意 如 EC ,定义 
1 3231 ,= 上 DPIBPD1。 
容易 验证 1 ,外 .是 “上 的 方 阵 范 数 . 对 于 方 阵 范 数 症 外- ,由 例 
3. 31 可 得 
上 41 .= 一 | D-'P-1APD | 。 
| 
<<o(4) 十 e 
综合 (1) 和 (2), 则 此 定理 得 证 . 
借助 于 方 阵 的 谱 半 径 来 求 C"** 上 的 算 子 范 数 上。 | :， 
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例 3. 32 车 赋 范 线性 空间 CC", || .| 中 每 一 个 向 量 一 (6 
ee ,ET 的 范 数 


z lz = (2 6,1), 
则 每 一 个 4 一 [al] 扣 有 2 关于 客 上 的 向 基 范 数 外 ' | 上: 的 算 子 范 数 
141 := 一 Yoc42?4)， 
证 明 由 于 424 是 Hermite 矩阵, 它 对 应 的 Hermite 二 次 型 
f(r)=xr" (AA) z= (Ar)"Ar>0, 
即 它 是 正定 或 半 正 定 的 ,因此 474 的 二 个 特征 值 都 大 于 或 等 于 
零 ,不 妨 设 这 个 特征 值 为 
儿 之 加 之 写 术 之 0， 
又 设 mr ,zs 分别 是 对 应 于 ,和 0,…' ,加 的 相互 正 交 的 单位 特 
征 向 量 , 则 {x ;xzr… ,zx,}) 是 的 基 ， 
对 任意 xzE 人 0 且 ‖ zl ;=1,z 可 表示 为 
T=a1 十 ao Ta 十 … 十 aa。 
由 于 
ArAzT 一 al AFAzita, dr 十 十 an A Ar, 
一 ai 和 ja Ti 十 cshz 十 十 ao， 
于 是 得 到 
(| 4 一 (4z)34r 一 4(444r) 
二 41a | 十 可 |es 十 十 Ae,|: 
ShCalt lief |.’) 
一 而. 


因此 上 4 有; 和 VY. 另 一 方面 , 当 z= 二 zi 时 上 zx 上 ;=1, 并 二 
《 | 六 不 | 2) = (ArY) TAN=r A Ar = 


即 N4zi 二 VN. 故 1 4, 之 WV. 综 上 ,得 到 
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| A := = VD 证 毕 . 
注 前 面 的 三 个 例子 分 别 给 出 了 方 阵 4EG "的 三 种 算 子 范 
数 由 41 341 和 上 41; 由 于 C"** 是 有 限 维 的 ,因此 C0"”*" 上 赋 
予 的 任何 两 个 范 数 都 是 等 价 的 ,于 是 方 阵 序 列 在 一 个 范 数 下 收敛 
等 价 于 它 在 另 一 个 范 数 下 收敛 . 这 样 ,可 以 按照 在 计算 上 或 理论 上 
不 同 的 需要 选用 不 同 的 算 子 范 数 .一般 来 讲 , 方 阵 4 的 算 子 范 数 
1141 和 上 41 上- 常 几 在 计算 上 . 如果 把 0" 看 作为 内 积 空间 (其 上 
内 积 的 定义 见 例 1. 21),C” 上 由 内 积 导 出 的 范 数 是 外 1: 因此 方 
阵 A€EC"* 的 算 子 范 数 也 可 以 看 作 从 内 积 空间 C” 到 自身 的 算 子 范 
数 . 虽然 在 计算 上 上 4; 不 如 4 上 1 和 和 加 上 方便 ,但 是 在 理论 
证 明 中 4 | ,有 许多 用 处 . 
有 关 方 阵 4 的 算 子 范 数 的 一 些 性 质 , 列 在 下 面 的 定理 中 . 
定理 3.34 设 A€EC"*", 则 下 列 结论 成 立 . 
(1) L A | 二 | A | 2 = | AT | 2 一 一 A | 23 
(2) | A*Als= | AA.=C A | 2); 
(3) 对 任意 nXn 酉 矩阵 UU 和 V, 有 
1741 :=| AV .=| UAV ,=| 21;. 
证 明 (3 和 (2) 见 下 一 节 定 理 3. 43 的 证 明 . 
《3) 由 算 子 范 数 上 |; 的 表示 式 ( 见 例 3. 32)， 
CUAN2) =p (UATUA=o A US UA) 
- =p(AFA)= (| A 27 
又 由 相似 矩阵 的 性 质 ， 
《| ay 72 一 DC4V)8A4VD) 一 PCVH4A4V) 
=p(V -1A*AV)=p(A" A) 
一 《4 用 2)2. 
因此 
Ual,=l AV = 一 141，， 
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$ 3.9 ”有 界线 性 沁 函 


设 关 是 数 域 冲 上 的 线性 空间 . 若 /: 和 一 关 是 线性 算 子 ， 网 了 了 
称 为 刁 于 的 线性 泛 函 . 当 交 = 中 时 .三 称 为 实 线性 花 函 ;当下 一 人 
时 ,了 称 为 复线 性 泛 函 . 

在 本 节 中 ,将 研究 有 界线 性 谤 上 所. 对偶 空间 、 二 次 对 偶 空 间 和 
伴随 算 子 的 概念 及 有 关 的 性 质 ,在 Hilbert 空间 中 有 界线 性 话 函 
的 Riesz 表示 定理 . 

一 \ 有 界线 性 泛 范 和 Hahna-ganach 定理 

设立 是 数 域 咏 上 的 研 范 线性 空间 .车 玉 : X 一 尼 是 有 界线 性 
算 子 , 则 三 称 为 X 上 的 有 界线 性 泛 函 . 

由 3.6 中 的 定义 3. 30, 是 关上 的 有 界线 性 泛 函 ,就 是 说 ， 
存在 常数 。 汪 0, 使 得 对 一 切 z€EX 都 有 

[flr) le lz. 

类 似 于 定义 3. 31, 对 于 有 界线 性 泛 函 f, 令 


1 = sup fl 


|] | 本 | 
则 省 了 | 称 为 有 界线 性 泛 孙 了 的 范 数 ， 
.由 引 理 3.8, 有 界线 性 泛 取 f 的 范 数 还 可 以 表示 为 
f= sp fn) = sup fo. 


EX.1s1 = rEX, | x1 1 
当 /是 有 界线 性 泛 肖 时 ， 对 每 -… 个 IEX 都 有 
[Fz || Fz 4. 
类 似 于 定理 3. 23, 可 以 得 到 如 下 结论 : 赋 范 线性 空间 上 的 线 
性 沦 函 f 是 连续 的 ,当日 仅 当 /是 有 界 的 . 
下 面 介 绍 关于 有 界线 性 泛 函 扩张 的 Hahn-Banach 定理 . 它 是 
九 范 线性 空间 和 Banach 空间 理论 的 : -个 重要 定理 . 
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定理 3.35(Hahn-Banach) 若是 赋 范 线性 空间 XX 的 子 空 
间 ,8j 是 M 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 存在 一 个 X 上 的 有 界线 性 泛 遍 
F ,满足 

(1) 五 是 了 在 XX 上 的 扩张 , 即 对 一 切 zEM 有 F(x)= 了 (zx); 

C2) 五 x 二 上 Fi ww, 这 里 上 下 x 表示 下 作为 上 的 有 界 
线性 泛 函 的 范 数 , | /1w 表示 了 作为 M 上 的 有 界线 性 泛 函 的 范 
数 . 

证 明 需 要 用 到 选择 公理 等 知识 , 故 略 去 . 

应 用 定理 3.35, 可 得 到 下 面 的 推论 . 定理 3. 35 以 及 它 的 推论 
通常 统称 为 Hahn-Banach 定理 . 

推论 1 车 M 是 赋 范 线性 空间 的 子 空间 ,xzoEX\M, 且 

h=d(ro,M) = inf | xo—zl| > 0， 

则 存在 基 上 的 有 界线 性 泛 函 上 ,满足 

(1) 对 每 一 个 rE M, f(x)=0; 


(2) f(x0) =h; 

‘3) | fl =1. 

证 明 上 略 . 

推论 2 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,0 关 zEX, 则 存在 X 于 的 有 
界线 性 汉 函 上 ,满足 

(13) fzxo) = zo ; 

(2) f=1. 


推论 3 设 闷 是 赋 范 线性 空间 , 则 对 每 一 个 zxEX,z 的 范 数 
可 表示 为 - 
| zx | > sup| Tn Fi 人 


因而 , 若 对 天 上 的 一 切 有 界线 性 泛 函 了 都 有 f(x)=0, 则 x=0. 
证 明 将 欲 证 的 等 式 简 记 为 
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| 
Le pT 


当 z=0 时 ,结论 显然 成 立 . 现 设 zx 天 0. 对 于 左上 的 任意 有 界 
zz fH xl， 
则 当 f 半 0 时 ,得 到 


lak Leg. 


另 一 方面 ,由 于 zx 天 0, 应 用 推论 2, 存 在 苹 上 的 有 界线 性 沁 消 让 
满足 : 


fxr) =| 工 | ;有 | fo |=1, 


手 是 
[CCz)|、 folz) _ 
sup FFT TET™ i. 
综 上 , 则 欲 证 的 等 式 成 立 . 


二 ,对 偶 空 间 

应 用 定理 3. 25 的 结论 ,可 给 出 下 面 的 定义 ， 

定义 3.34 设 基 是 赋 范 线性 空间 ,Xx 上 所 有 有 界线 性 泛 函 的 
全 体 组 成 的 赋 范 线性 空间 静 (X, 民 ) 称 为 入 的 对 偶 空 间 ,或 称 为 
共 罗 空 间 , 记 为 , 即 闫 "一 鹃 (X, 下) 对 于 每 一 个 EX ,的 
范 数 为 


下 


2E KX rE | | sex lt 1 =1 

由 于 肪 和 都 是 完备 的 ,应 用 定理 3. 26 可 得 到 下 面 的 结论 . 

定理 3. 36 贼 范 线性 空间 基 的 对 侦 空 间 基 ' 是 Banach 空 
间 . 

按照 等 距 同 构 的 概念 ( 见 定义 3. 7) ,两 个 等 距 同 构 的 赋 范 线 
性 空间 和 和 了 了 ,在 等 距 同 构 的 意义 下 ,可 以 记 为 和 = 了 .这 一 认识 
将 宅 用 于 下 面 的 俩 子 中 . 
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例 3.33 C0" 的 对 偶 空间 是 C", 即 在 等 距 同 构 的 意义 下 人 
证 明 取 人 的 基 {e,…ves}, 其 中 ee 的 坐标 除 第 : 个 为 1 以 外 
其 余 全 为 零 ( 二 1,…,n). 对 于 任意 /EX', 令 
«= fle) CG= 1,.,n). 


于 是 ,对 于 任意 > ei EE eC", 有 


f(z)= Pe/ Peo (3. 29) 


令 a 二 (qa, 6)7; 则 aEt 有 a 由 所 只 一 确定 . 

另 一 方面 ;对 于 每 一 个 4 二 tq,… ,2&,)TE1Y, 由 (3. 29) 式 可 定 
义 一 个 上 的 线性 汉 函 因此 ,映射 了 Ha 是 (0")' 到 :Yr 上 的 映 
射 , 并 且 显 然 是 线性 的 . 现在 证 明 此 映射 保持 范 数 . 对 于 任意 rE 
久 * ,f(x) 由 (3.29) 式 表示 ,应 用 Hélder 不 等 式 (p 二 2 的 情况 ) ,得 
到 


1 


fo < Deal< (DE) (Pla) ): 
=lal {zl, 
故 Il fl 肆 上 al. 另 一 上 方面, 取 zo 二 =a; 则 
[f(ro) | 一 之 1 = | a | wo | 9 

故 |‖ 8 六 1zj. 因 此 = 下 ea 上 .这 就 证 明了 ,上 映射 上 F>a 是 
(C0 * 到 C* 上 的 线性 映射 、 保持 范 数 并 且 是 双 射 ,因此 ,( 有 与 志 
是 等 距 同 构 的 . 

类 似 地 ,可 以 证 明 (R")’* 一 中" 

例 3.34 7 的 对 侦 空 间 是 让 ,有 即 (0) ”=~. 

证 明 取 4 的 基 {el,e;,…), 其 中 ei 的 坐标 除 第 7 个 为 1 外 其 
余 全 为 零 (EN). 对 于 任意 EC)', 仿 


167 


ce Ht Nl 
出 于 了 是 线 些 各 连续 的 ， 则 对 于 任意 x=》\&e, E12, 有 


过】 


f(z) Ser )=— Yee, (3. 30) 


:1mwl \) 1 f=1 


Se "), .对 每- ey 由 于 站 人 = 1. 列 ， 
=|fced lA te, le ff, 
页 4 后 六 ee 及 二 确 写 ， 着 且 ， 
a (3. 31) 
” 另 一 方面 ,对 于 任 济 4 二 ( 四 ;dD 由 ; 玫 ( 六 30) 泸 可 定 广 
一 个 7 上 的 线 竹 泽 男 由宇- 
,HDI Dléahs (ei ee 
: 则 大 是 有 鼻 的 ,并 四 
fla | al ., (3. 32) 
由 不 等 式 (3. 347 番 (8: 32) 得 到 小 了 1 二 ge。 因此 ;映射 Fa 是 
(2)* 到 1!" 上 的 等 路 同 构 映射 ， , 即 (7')* 与 后 是 等 距 同 构 的 . 
例 3. 35 六 的 对 偶 空 间 是 (<p 专 *, 坟 十 襄 一 1, 芭 
C7) "=. 
证 明 取 2# 的 基 {ei;ez,…), 其 电 e, 的 坐标 除 第 ; 个 为 1 以 外 
堪 余 全 为 零 (END; 对 和 于 任意 0477 , 伶 
i fa CR YN). 
由 下 了 是 线性 和 连续 的 , 则 对 于 任意 a &erE lt, 有 


和 DO 一 Pte (3, 33) 
ra en. 了 es 取 一 点 列 {x 
一 = 这 2 呈 3 Cn EE -ys 
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其 中 


如 和 吕 


ee a 
0 当 ? 半 nn 或 w= 二 0 


” 则 


fx,) 一 St 二 > |a; 用 
i=1 i=1 


注意 到 pg 一 pp 二 9, 有 
za 一 fx | | zl, 


= ) 


= lei)t 
= a 


上 


综合 上 面 二 式 , 得 到 
> ah = As 和 ll 
从 而 的 一 
(Dl) = (Dot) "sll. 
由 于 上 式 对 任意 的 成立, 令 "一 网 得 到 
1 ell， = (Plot)s fl, (3..34) 


间 时 也 证 明了 d= (0 ,Qs EL. 
另 一 方面 ,对 于 任意 (ai,as,…)E8, 由 (3.33) 式 可 定义 一 个 
8 上 的 线性 泛 画 f. 由 H6lder 不 等 式 
onle De ol (DE (Fal) 
i=l ies] i=] 
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= lall, lzrl,, 
则 了 是 有 界 的 , 放 卫 
| fa a (3. 35) 
由 不 等 式 (3. 34) 和 (3.35) 得 到 上 = ay. 因此 ,映射 ya 
是 (2)* 到 如 上 的 等 邮 同 构 映 射 , 即 (2?)* 与 是 等 距 同 构 的 . 
例 3.36 Cr[asb) "=L [a,b] Sp 方 十 二 一 1 当 户 
一 1 时 信 g 二 0) 
证 明 从 上 略 . 这 里 仪 指 出 ,在 (CL?[La,5j) "到 La,6j] 的 等 脸 同 构 
映射 下 ,AE CTLai8]) "对 应 于 yE LLa,bj ,使 得 对 于 任意 工人 
Lr[a,b], 
f(x)= | zy wd 
三 .二 次 对 偶 空 间 和 自 反 空间 
定义 3.35 设 关 是 晤 范 线性 空间 ,X% 的 对 偶 空 间 X "是 
Banach 空 间 ( 见 定理 3. 36) :和 的 对 偶 空 间 记 为 怀 …, 即 
一 一 (X)， 
则 天”“ 称 为 和 的 二 次 对 偶 空 间 ,或 称 为 二 次 共 斩 空 间 . 
下 面 厂 究 辽 与 居 *' 之 间 的 关系 . 设 六 是 数 域 忠 上 的 赋 范 线 
性 空间 , 取 xEX, 定 义 泛 函 下 , : 基 ' 一 区 ,使 得 对 每 一 个 并 EX* 
F=f EK, (3. 36) 
易 知 上, 是 线性 的 .下 面 的 定理 指出 ,F, 是 "上 的 有 和 异 线 性 江 函 ， 
定理 3.37 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,rE 充 ,出 四 (3. 36) 式 定义 
的 线性 证 国 玉 .是 和 上 上 的 有 界线 性 泛 函 , 即 屎 ,GE 和 并 月 


I = zl. 
证 明 应 用 定理 3. 35 的 推论 3, 立 敢 得 到 
IF:1= sup -下 人 | 


记 
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sup A 之 让. 证 毕 . 


rex' wzo | fl 
由 上 述 定理 ,又 可 定义 一 个 映射 多: 和 一 科 “ ,使 得 对 每 -个 
工 忆 之 
Br = F,. 
映射 外 称 为 了 X 到 及 "* 的 典范 映射 ,或 称 为 自然 映射 .映射 B 是 线 
性 的 ,因为 对 每 一 个 /EXX“， | 
Festplf)= flart By) = af (x) 十 有 (7y) 
= (aF, 十 BF 
(其 中 xyy 和 EX:ay8E 朴 ) , 故 
Blar 十 By)= Fg, = oF, + BE, 
= aDz 十 Poy. 
由 定理 3. 37 知 , 映 射 @ 保持 范 数 .归纳 起 来 ,已 经 证 明了 下 
面 定 理 . i 
定理 3. 38 ” 赋 范 线性 空间 到 和 “的 典范 映射 更 是 碟 到 
XY 的 子 空间 BCX) 上 的 等 距 同 构 上 映射 . 
在 等 距 同 构 的 意义 下 ,可 记 六 二 BC(X)CX"'* 或 者 XCX".、 
一 般 来 说 ,典范 映射 更 不 一 定 是 满 射 , 即 @B(X) 可 能 是 六 "“ 的 
真子 空间 , 当 更 是 满 射 时 ,得 到 下 面 的 定义 . 
定义 3. 36 ”车身 范 线性 空间 上 的 典范 且 射 更 是 满 射 , 即 
四 (X)= 二 X**, 则 X 称 为 是 自 反 的 . 
例如 ,人 ,R21 之 p 之 50) 和 Irfa,5j(1 过 5p 之 2) 都 是 自 反 
的 . 可 以 证 明 ,CLa,61,2 和 个 都 不 是 自 反 的 ， 
四 、Hilbert 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 
在 内 积 空间 闷 中 , 取 定 x€ 叉 , 则 可 定义 一 个 XX 上 的 线性 汉 函 
到: 使 得 对 每 一 个 zE XX 
f(x) = (ryu), 
出 Schwarz 不 等 式 


IFtr) = (rsa) | zlilwll, 
则 是 有 界 的 ,并 且 f 上 志 上 w|i. 另 一 方面 ,车 取 = ,得 
| 疡 (1 = (uu) = Iul’, 

则 | 下 守 x 上, 因此 于 天 上 二 Ww、 

反之 ,对 于 任意 fEX* ,是 否 存 在 wE 儿 使 得 f 一 f.? 当 久 是 
Hilbert 空间 时 ,下 面 的 定理 对 此 问题 做 了 肯定 的 回答 . 

定理 3. 39 (Riesz 表示 人 定理) 设 妃 是 Hilbert 空间 ,ff 是 二 
上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , 则 存在 唯一 的 xE 已 ,使 得 对 每 一 个 zx6E 
瑟 , 有 

f(z)= (rx,u), 


并 有 是 = 和 ww 
证 明 略 . 
设 十 是 Hilbert 空间 ,HH* 是 它 的 对 慢 空 间 . 定义 映射 
JiH—H', 
使 得 对 每 一 个 ze 五， 
Ju= ff.€EH', 


即 对 每 一 个 xE€ 五 ， 
(JH) Tz) = f(r) = (rr,w). 
由 Riesz 表示 定理 ,J 是 双 射 有 保持 范 数 . 
容易 验证 ,J 是 共 轿 线性 算 子 , 即 对 任意 u,v€EH 及 aE 并， 
JTJ v) = Jut+Jv( 或 f.4, = f+ f/f), 
了 (ou) = Tu (或 大 一 5 ). 
例如 验证 J(au) 一 wu 成 立 . 这 是 因为 对 每 一 个 zEH 
(VCaa))(z)= falr) = (rau) 
一 Er) 一 人 PCzr) 
一 a(Ju) (zr), 
当下 一 时 ,J 称 为 如 到 如" 上 的 复 共 且 同 构 映射 . 当 攻 二 中 时 ， 
4 二 a,J 是 吾 到 太 " 上 的 同 构 映射 . 
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五 ,伴随 算 子 

在 此 段 中 ,将 分 别 介绍 赋 范 线性 空间 上 的 伴随 算 子 和 Hilbert 
空间 上 的 伴随 算 子 的 定义 ， 

设 头 积 了 是 研 范 线性 空间 ,TE 吨 (X,7Y). 对 任意 8E7”, 令 
8 二 g 了 , 即 对 每 一 个 TEX 


# = g(Tr), 
则 & 是 X 上 的 线性 江 函 .由 于 
.ls(z) I=lg TD el TI zf， (3. 37) 


故 训 是 有 界 的 ,从 而 &EX" ,并 且 旧 #1 声 上 g 上 全 . 当 g 在 YY* 
中 变动 时 ,g 8 是 一 个 Y* 到 六 ' 的 映射 , 记 为 T*. 其 具体 定义 如 
下 . 
定义 3.37 设 X 和 Y 了 是 赋 范 线性 空间 ,TE 名 (X,Y). 定义 
映射 TT* : 了 “一 XX" ,使 得 对 每 一 个 gEY* 
T*g = gT, 
或 者 说 ,对 每 一 个 GE 入, 有 
(T*g)(z) = g(Tx), 
则 7 称 为 了 的 伴随 算 子 ,或 称 为 了 的 共 罗 算 子 . 
下 面 以 有 限 维 赋 范 线性 空间 为 例 , 说 明 赋 范 线性 空间 上 的 伴 
随 算 子 的 定义 可 理解 为 转 置 夭 阵 的 概念 的 推广 . 
例 3.37 设 T:C">C” 是 线性 算 子 ,因此 了 是 有 界 的 , 当 C” 
和 C” 的 基 选 定 以 后 ,由 例 1, 19 知 ,TT 对 应 于 一 个 唯一 的 mxXn 算 
阵 4， 
al ”din 
4 一 [ex 一 | : 
由 例 3. 33 知 , C0")* 一 C™, 即 每 一 个 g€ (对 应 于 0 一 (8 
ha)"TEC”, 刁 得 对 每 一 个 y 一 (94,7m) 了 EC” 
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8(y) = ed 


上 


设 7* 对 应 的 矩阵 为 4, 则 (<g)(z) 对 应 的 矩阵 运算 为 

CA*b r= 6 (A*)Tz. 
由 伴随 算 子 的 定义 ,g (Tz) 二 《7T*g)(x), 其 对 应 的 矩阵 运算 应 满 
足 


Br 一 [ev 


p74z = 6 (A*)L. 
所 以 4== (4*)7, 即 4 一 47. 这 表明 , 若 有 界线 性 算 子 了 对 应 的 
乍 阵 是 4, 则 工 的 伴随 算 子 T 对 应 的 和 托 阵 是 4 的 转 置 矩 阵 47. 
战 范 线性 空间 上 的 伴随 算 子 具有 如 下 性 质 ， 
定理 3.40 设 X 和 了 是 同 范 线性 空间 , 则 了 E 过 (和 , 了 ) 的 
伴随 算 子 T*€. 罗 (Y* ,X') 并 和 且 . 
| 
证 明 显然 T*: 7 了 "一 X" 是 线性 算 子 .由 (3. 37) 式 得 
IT*gl=|g llTIHI zl, 
故 T* 是 有 界 的 , 且 | ”| 寺中 中, 另 -: 方 面 ,由 Hahn-Banach 
定理 ,对 于 xEX, 若 Tz 关 0, 贡 存在 8g,€EY' 使 得 
| go | 三 1， 好 以 开工) 一 | 下 元 | ’ 


于 是 
1 了 了 | 一 ge) 一 1 Bo) 
7* gal = TH zi, 
对 于 满足 Tz 一 0 的 x, 上 式 仍然 成 立 , 故 用 志 上 Tx 1 .因此 
7* = 上 下 得 证 . 


设 义 ,Y 和 Z 都 是 赋 范 线性 空间 ,车 T,,T,€ 久 (X,Y),T,E 
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鹃 ( 了 ,Z),eE 正 , 则 容易 证 明 下 列 运算 法 则 成 立 : 
(1) (T+T)*=T*+T,*; 
(2) (aT1)*=aT”; 
(3) (Ts To)* =T,*T,”. 
上 面 讨论 的 伴随 算 子 是 关于 峰 范 线性 空间 而 言 的 . 下 面 讨论 
的 伴随 算 子 是 关于 Hilbert 空间 而 言 的 , 它 与 空间 的 内 积 有 关 . 
定理 3.41 设 态 | 和 五 ; 是 Hilbert 空间 ,TEB(H ,HH,)， 
则 存在 唯一 的 了 €€ 和 冤 (B;, 腾 1) ,使 得 对 于 每 一 个 x€E ,ye€ED 
‘TITYy)= (ry) 
成 立 , 并 且 
作用 二 站 呈 站 ， 
证 明 对 于 每 一 个 y€E 厂 ,, 令 
Ahr)=(Try (rEH). 
应 用 Schwarz 不 等 式 
hx) |= | Try |e Trl yl 
lITHhyllzl, 
故 ,是 吾 , 上 的 有 界线 性 汉 函 ,并 且 四 志 Ty 上 .由 Riesz 
表示 定理 ,存在 唯一 的 zz 马 如 ,使 得 
(Tz y=h (x) = (rH)! ” (3.38) 
并 且 上 如 和 = 上 xz 由 .定义 映射 了: 刀 : 一 忆 ,, 使 得 T 3 一 x (yE 
五 ). 这 样 ,(3. 38) 式 变 为 
TFTzyetzT (rzEDyED). 
现在 证 明 了 “EE 秒 ( 玉 , ,Hi). 事实 上 ,对 于 任意 yzE€ 日 ;及 任意 数 
ap, 下 式 
(ZT (ay+ Be)) = Tr,ayt hr) 
=a(Tzr,y)+B(Tr, 2) 
=atzr,T*y)+B(r, Tz) 
一 《Tray 十 BT 2) 
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对 任意 xEH) 成 立 , 故 (应 用 习题 一 第 11 题 的 结论 ) 
了 (ay 十 PPz) 一 ac7 y+8T z. 
丁 此 了 "是 线性 的 . 、 
由 了 T* 的 定义 ,对 于 任意 yE 豆 :, 有 
17T*yl=|h, alTHI yl, 
故 7T*€E%(Hs,HD) ,并 且 17 ?| 所 TT . 
另 一 方面 ,对 于 任意 XEH),y€ 昌 ;,; 又 有 
Tzr,y)| =1(r, Ty}| 
| zl T’yll 
HT zl yl. 
若 取 y 二 了 zx, 则 
时 次 才 量 导 | 影 坊间 开放 用 是 效 二 慎 
其 而 站 站 过 让 天 让 相关, 故 省 大 让 委 首开 |。 
因此 7T* = 四 六. 
唯一 性 . 若 又 有 SEE 否 ( 瑟 : , 瑟 ) 满 足 
‘TSy)= Tr, y= (rT"y) 
对 于 任意 xz€ 旦 1;yEH; 成 立 , 则 
Sy=T yy . 
对 于 任意 yE 互 : 成 立 , 因此 S=7". 证 毕 . 
而 此 定理 ,可 给 出 下 而 的 定义 . 
定义 3.33 设 玉 | 和 态 ; 是 Hilbert 空间 ,六 E 兆 ( 万,). 由 
定理 3. 41 ,存在 唯一 的 T 6E 党 (如 满足 
《Ti 一 MY》 (rEH vyEH,). 
T 称 为 了 的 Hilbert 伴随 算 子 ,简称 为 伴随 算 子 或 共 斩 算 子 . 
下面 以 有 限 维 骨 范 线性 空间 为 例 ,说 明 Hilbert 伴随 算 子 的 . 
定义 可 理解 为 共 二 转 置 矩 阵 的 大 念 的 推广 . 
例 3.38 设 T: C0">0” 是 线性 算 子 ,因此 7 是 有 界 的 . 当 之 
和 和 2” 的 基 选 定 以 后 ,出 例 1. 19 知 ,T 对 应 于 一 个 唯一 的 mxXn 矩 
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好 11 人 Q@Q1a 
A= [a;; jxn = : : 
ml ”or 


对 于 任意 X= 二) zx 二 (本) EC ,XZ 与 z 的 内 积 
(x18) = Db = xz 

对 于 任意 7 二 (Hh,… 7,)7 了 EC", 内 积 (Tz,y) 对 应 的 矩阵 运算 

为 
(Az)Ty= zx Ay, 
设 了 了 的 Hilbert 伴随 算 子 了 对 应 的 矩阵 为 A* 人 3) 
对 应 的 矩阵 运算 为 
XT A y=zxT A'y. 
由 于 (Tx,y) 二 《xz,T'y), 其 对 应 的 矩阵 运算 应 满足 
TATy=ZxT A™ 3 
所 以 A7 二 4". 因 A* 表示 4 的 共 辊 转 置 矩阵 , 则 
一 (3)7 = A™. 

这 表明 ,车 有 界线 性 算 子 T 对 应 的 答 阵 是 4, 则 了 的 Hilbert 伴随 
算 子 了 "对 应 的 矩阵 是 4 的 共 轰 转 置 矩阵 47 

比较 例 3. 37 和 例 3. 38 可 看 出 ,有 界线 性 算 子 7 : C">C” 的 
两 种 伴随 算 子 T* 和 全 * 之 间 的 差异 .了 T* 对 应 的 矩阵 为 全 对 应 的 
扼 阵 的 转 噬 矩阵 ,而 T" 对 应 的 符 阵 为 工 对 应 的 定 阵 的 共 生 转 置 
矩阵 . 仅 对 于 有 界线 性 算 子 人 : R*R",T* 和 了 ' 对 应 的 拓 阵 才 相 
等 . 

还 应 注意 ,在 Hilbert 伴随 算 子 的 定义 中 ,要 求 空间 的 完备 性 
条 件 . 

Hilbert 伴随 算 子 具有 如 下 性 质 ， 

定理 3.42 设 开 和 五 ; 是 Hilbert 空间 ,T,SE%(HI， 
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H,), at 四, 则 下 列 结 论 成 立 : 
(1) (T 十 S) ”一 了 ”十 号 
《2)》(a7 ) 一 CT 
(3) CT ) 一 了 
4) TTH= TT’ =| Th; 
(5) 若 7 7 一 0 , 则 了 = 0; 
(6) 当 五 ;= 五 ,时 (人 TS) 一 3 7 . 
证 明 只 证 明 (4) ,其 余 留 给 读者 作为 习题 . 
”应 用 'Schwarz 不 等 式 , 对 任意 zE Hi, 可 得 
Tz ?={Tr,Tr)= (rT'Tzr) 
|zl|lT*Tzr||T* THz |’, 


于 是 
iTH?SIT* TleI1T’ TH=1TI’. 
因此 全 7T* 上 二 上 工作 .又 由 (3) 得 到 
TT* =47T YT'* = 7* |= Tl1?. 证 毕 . 


现在 应 用 件 贿 算 子 的 理论 来 研究 有 限 维 赋 范 线性 空间 CC**"， 
上, >， 其 中 每 一 个 方 阵 A€EC" "可 看 作 (C", 有) 到 自身 的 有 
界线 性 算 子 ,并 且 4 的 算 子 范 数 

上 41 一 vec A) 

( 见 上 一 节 的 例 3. 32). 注意 到 (CC, | | ;) 中 向 量 z 的 范 数 |‖z 1， 
是 由 C 的 内 积 导 出 的 范 数 , 即 z= wz,z). 由 例 3.37 和 例 
3. 38 知 , 47 和 4” 分 别 是 4 在 赋 范 线性 空间 上 的 伴随 算 子 和 4 
的 Hilbert 伴随 算 子 . 应 用 定理 3. 40, 定 理 3. 41 和 定理 3. 42 ,立即 
可 得 到 下 面 的 定理 的 结论 ,也 就 是 上 一 节 定 理 3. 34 中 的 结论 (1) 
和 C2). 

定理 3.43 设 AEC" x", 则 下 列 结论 成 立 : 

C1) 1 4 一 让 47 一 | 4 于 :一目 和 12 
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《2) | .441 一 上 441: 一 (1 417 
证 明 《1) 由 定理 3. 40 和 定理 3. 41 ,得 到 
1 41 := 一 | 471 一 上 41 


41 一 上 4 一 本 1 :一目 甩 用 
《2) 由 定理 3.42《d4) 得 证 ， 


习 题 三 


1, 在 线性 空间 本 中 ,对 于 之 本 (én ER 定义 
ELF PNAR 


Hzls (D181) 


Ea = max |&|, 
验证 1 小 1, 11 和 省 <- 都 是 总 上 的 范 数 . 
2. 在 线性 空间 C[a,8] 中 ,对 于 xzECLa;5bj, 定 义 


5 
lzli= | le, 


验证 :中 是 C[a,8] 上 的 范 数 . 

3. 设 XY 和 2 都 是 赋 范 线性 空间 (或 度量 空间 ). 若 :XY 与 g : Y 一 Z 痢 
是 连续 映射 ,证 明 h=g "了 是 XX 到 Z 的 连续 映射 . 

4. 设 多 和 Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 , 若 映 射 /: 天 一 Y 保持 范 数 , 即 对 每 一 个 
rEX a | 

hfz| = rl, 


证 明 上 是 单 射 ， 
5. 证 明 垦 范 线性 空间 (或 度量 空间 ?中 任 一 Cauchy 序列 的 点 构成 的 集合 是 有 
界 集 . 


6, 设 {z.} 和 {yy} 是 冉 范 线性 空间 XX 中 的 任 党 两 个 Cauchy 序列 ,证 明教 列 
{| zz 一 因 二 } 收 化 ， 
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7. 证 明 赋 范 线性 空间 六 是 完备 的 ,这 里 个 中 任意 元 素 x 一 (和 ,名 ) 的 范 数 
i z | 定义 为 
用 字 1 。 = St 四 | 全 小 
8, 证 明 ( 妈 , 呈 ' 上.) 是 完备 的 ,这 里 R" 中 任意 元 束 xz 一 (6,…,&,) 的 范 数 
由 zw 定义 为 
1 xl。 = max | 名 | 
. 设 外 -省 和 11: 是 线性 空间 X 上 的 两 个 等 价 范 数 , {zx} 是 区 中 的 序列 . 
证 明 ; 
(1) {zo} 是 ( 久 , :1 中 的 Cauchy 序列 , 当 且 仅 当 {z} 是 (和 ,| :中 的 
Cauchy 序列 ， | 
《2) {za} 依 范 数 用， 中; 收 伸 于 z, 当 且 仅 当 {fz) 依 范 数 上 |;: 收 敏 于 x 
10. 设 4 是 赋 范 线性 空间 (或 麻 量 空间 ) 民 的 子 集 ,证 明 ,4 是 文中 的 开 集 , 当 
且 仅 当 4 是 一 族 开 球 之 并 . 
11, 设 Y 是 赋 范 线性 空间 多 的 子 空间 ,证 明 Y 的 佬 包 了 也 是 的 子 空间 .. 
12, 设 和 g 是 赋 范 线性 空间 (或 度量 空间 )X 上 的 实 值 连续 泛 函 ,4 为 时 的 
黎 密 子 集 . 若 对 每 一 个 x€ 有 A 有 f(z) 志 g(r), 则 对 每 一 个 +€ 久 也 有 
Cr)sgCz)。 
13. 设 XX 和 YY 是 赋 范 线性 空间 (或 度量 空间 ),f ! XY 是 连续 映射 且 /(X) 
一 Y. 若 4 在 中 移 密 ,证 明 f(A4A) 在 Y 中 移 密 . 
14. 设 (Xd) 是 度量 空间 ,证 骨 对 于 任意 ,yyzl, 力 拭 总 
ldtz,y) —dlr sy ) [adr rT) tad(y, y1), 


= 


15. 证 明 ， 

(1) 有 限 多 个 紧 鼻 的 并 是 紧 焦 ， 

(2) 任意 多 个 紧 集 的 交 是 紧 集 . 
16. 证 明 任 何 一 个 紧 空 间 都 是 完备 的 . 
59,. 若 C:[0,1] 中 任 一 元 索 = 的 范 数 定义 为 


[zis = max |zC)| 十 max 
DT [| 
并 且 C1[0,1j 到 CL0,1] 上 的 微分 算 于 听 定 义 为 


CDzG= 开 已 (CrECr[o,1])， 


drti) 
dt 
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证 明 DD 是 有 界线 性 算 子 ， 
18. 对 于 工 二 (4)EL ,定义 上 上 的 左 移 算 子 工 , 为 
TT 612 )s 
证 明 线 性 算 子 T。: fz? 是 有 界 的 , 且 ‖ 了 .| 一 1. 
19. 在 实 赋 范 线 性 空间 C[a,5j 上 定义 泛 函 f ,使 得 对 任意 zzECLa,5] 
f(r)=7r(to), 
其 中 心 是 闭 区 间 [a' 引 上 的 固定 点 ,证 明了 是 有 界线 性 泛 函 ,并 求 了 的 范 
数目 了 | ， 
20. 设 XX 和 YY 是 线性 空间 ,TT : X->Y 是 线性 算 子 , 旦 工 是 满 射 . 证 明 ， 
(1) TY-~*X 存在 的 充分 必要 条 件 是 ,车 Tz=0, 则 必 有 z=0; 
(2) 车 了 1! 存在; 则 个"! 也 是 线性 的 ， 
21. 设 六 和 了 是 赋 范 强 性 空间 ,个 : X -> 是 有 界线 性 算 子 , 目 工 是 满 射 . 若 
存在 正 数 5, 使 得 对 一 切 zEX 篆 有 
iTz 25 zx ， 
则 TT-' + Y> 久 存在 , 它 也 是 有 界线 性 算 子 并 且 生 了 -中 攻 让 
22. 证 明 : 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 的 有 界 闭 集 是 紧 集 ; 有 界 集 是 列 紧 集 ， 
23. 设 ，|] 是 C*"** 上 的 方 阵 范 数 ,D 是 有 阶 可 逆 短 阵 . 对 于 任意 AEC**" 定 义 
1 4 .=l DAD|, 
证 明 站 ,| ,是 Cx* 上 的 方 阵 范 数 ， 
24. 设 外 "上 是 人 “上 的 方 阵 范 数 , 刀 和 C 都 是 阶 可 逆 和 矩阵 且 上 B71! 委 ]， 
外 C 一 几 委 1. 对 于 任意 4EC*", 定 义 
4 ,=| BAC1,， 
证 明 外 "省 .是 人 "上 的 方 阵 范 数 ， 
25, 对 于 人 心 ”" 上 的 任何 算 子 范 数 上 * | ,证 骨 ; 
(DD 车 EEC*Y 且 上 EL=1, 旧 是 阶 单位 矩阵 ; 
(2) 车 A4EC*? 是 可 逆 答 阵 , 则 4-! 守 4 上 -1 
26. 对 于 任意 4AEC*" ,证 明 


Al IAIlAl:. 


Vn 
27. 设 4EC” 是 4 的 特征 值 , 若 4 是 可 逆 矩 阵 , 证 明 
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TREErE<IMIS141。 
28. 设 4ECx… 证 明 ; 
(1) 车 4 是 正规 矩阵 , 则 p(4)= 上 4s; 
《2) 若 4=A#, 则 p(4)== 4 ss 
(3) 若 有 4 是 本 矩阵 , 则 ptA)=1. 
29. 设 及 ECX",UEC"*?' 是 西 矩 阵 , 证 明 
PAVE | A ;. 
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“第 四 章 ”矩阵 分 析 


本 章 主要 介绍 函数 矩阵 的 微 积 分 和 方 阵 函 教 的 计算 . 
§ 4.1 向 量 和 矩阵 的 微分 与 积分 


一 .向量 值 了 本数 的 导数 
定义 4.1 设 有 映射 广 : NR" (NCR 是 开 集 ),zED. 若 存 
在 线性 算 子 4 : 有 ->R" ,使 得 对 ER", 有 


lim, | 4 和 二 全 | .1 
则 称 在 点 x 处 Frechet 可 微 (简称 可 微 ), 并 称 线性 算 子 4 是 
在 点 的 Fréchet 导 算 子 ( 笛 称 导 算 子 ), 记 为 户 (rz), 即 f(z)= 
A, 

若 f 在 人 上 的 每 一 点 都 可 微 , 则 称 f 在 人 上 可 微 .于 是 ,对 每 
个 rED,f'(z) 都 是 一 个 从 Re" 到 R" 的 线性 算 子 ,故此 时 有 

fOrAR RD) ,Mf :rf'(z), 

其 中 (有 R",R") 表 示 从 民 ". 到 R" 的 线性 算 子 空间 . 若 广 在 上 连 
续 , 刚 称 f 在 从 上 是 连续 可 微 的 . S 

注 (1) 当 拉 和 A 足够 小 时 ,由 于 人 是 开 集 , 故 a 
f(x 十 h) 有 演义 .在 (4.1) 式 中 分 子 的 范 数 应 是 R”" 中 的 范 数 ,而 分 
母 的 范 数 是 R" 中 的 范 数 . 
“(2) (4. 1) 式 等 价 于 

fT+h)— f(r) 一 4 十 r( 有 )， (4- 2) 


其 中 lim Tr oo. 称 4h 为 了 在 x 点 的 微分 . 由 (4.2) 式 可 


中 志和 ~- 


知 , 若 三 在 z 点 可 徽 , 则 在 = 点 必定 连续 . 
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C3) 车 在 xzxE 旭 处 可 微 , 则 在 xz 点 的 导 算 子 4 一 广 (z) 是 
唯一 的 . 事实 上 , 设 41, 4, 都 是 了 在 点 的 导 算 子 , 记 BA 一 
A. 由 不 等 式 

| Bal | f(r) f(r) A | 
十 | fxrth (rz) Azh | 
| Bal 


可 知 , 当 上 一 0 时 ， | 一 0. 故 对 于 任意 固定 的 4 关 0 及 5 
R, 有 
jen 上 hn 一 0 
又 因为 是 线性 算 子 ,所 以 
| BBC 区 _ HiBall _ | BA 
Ta Ta 
即 半生 与 :无 关 . 于 是 对 任意 hER" 且 4 了 0, 有 上 如 上 一 0， 


因此 B84 二 0, 从 而 B 一 0, 即 41= 4,. 
由 于 导 算 子 4 : R' 一 R" 是 线性 映射 , 故 存 在 一 个 mwXn 阶 抵 
阵 与 之 对 应 .， 
. 设 {e1res,"… ,er) 是 R" 的 标准 正 交 基 ,TE QCR",hER' 在 这 个 
基 下 分 别 表 示 为 
工 二 (XiyToon Ta)? 和 二 hha,h,)!, 
而 f(x)ER" 和 rr(h)€R" 在 R” i ,um} 下 分 
别 表 示 为 
| fr) = fz) folr) ,ee far))T 
= fix Ta Ta fT Ta TT 
和 和 . 
ri) = (rh) re Ch) ,ra Ch) 
因此 Fr) 是 (Cn 人 三 : 人 一 RR" 确定 了 一 
组 Cm 个 )n 元 函数 ， 
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. 设 有 二 六 (Xx) 关于 基 {e 9 有 2 9 ,er 和 基 {a rio *" an 的 年 阵 
为 各 二 La] wx- 于 是 (4. 2) 式 可 写 为 


f(rt+h) fi(x) an aa … qaml| | ri(h) 
fo (T+h) fT) _ Ian G22 Gza | | hs 十 rz 下 ) 
f(r 二 h) “(TI) (ml Um2 人 mn 天。 rah) 


故 对 于 所 有 i 二 1;2,…,m 有 
f(z) 十 友 ， ;Tz 十 入 ， 六 ,Ts 十 hi)— f(r ses" i ) 
一 Ci 看 十 az 看 ?十 … 十 arm 天。 十 六 (hi ?四 > 下 


其 中 lim he ho, P 三 4 二 Y 可 十 民 十 … 十 如 


由 此 可 知 :开元 数量 值 函数 广 在 点 工 一 《2 9 工 293 ,Xo) 处 可 微 , 故 各 
ne (rx) Ce) (Zz) 


个 偏 导 数 一 一 一 (7 一 1， So (j=1,2, 
“7 7 
9f1(7) af, Cz) i a 方 fry 
ra AQrz Qri 
aa 六 (z) 9f, (zx) Le af ,x) 
页 -三 adr dr Qar, 
ofn(T) Gfnlx) oo afnlX) 
arl ar, ar, 


这 个 矩阵 叫做 f 在 x 点 的 Jacobi 矩阵 ,并 称 它 为 f 在 x 点 的 导 
数 , 即 


A - ) 3 六 (z) 
一 . 广 (z) 一 | 二 党 六 上 (4. 3) 
| 3Tl 十 Te” 
例 4.1 | 上 2 | 出 : 
| TI 十 XSINTs 
pr )=|[ 3 Xs ez | 
人 3z 272sinzs xicosxsd 


当 黄 二 1 即 了 :0CCR) 一 如 是 二 元 数值 函数 时 ， 
f(z)= of 2, 3 ， 本 
其 分 量 是 f 对 某 个 变 元 的 偏 导数 .此 时 f'(z) 二 gradf. 
著 扩 在 z 点 可 微 , 则 称 了 在 z 点 二 次 可 微 , 且 称 全 ?是 了 
在 z 点 的 二 阶 导 数 . 由 定义 4,1 及 (4. 3) 式 可 得 = 元 函数 的 二 阶 导 


数 等 于 下 面 的 nXn 年 阵 
9f(z) df(r) |) 9f(z) 


2 网 ar,azr， 
f(x) az) 328(Cz) 
H= | a Ar dr,adr, 
gf(z) f(r) ~ 9:f(2) 
driar, Arzar, ar: 
已 称 为 了 在 x 点 的 Hesse 矩阵 . 当 了 的 二 阶 偏 导数 连续 时 ,Hesse 
矩阵 是 对 称 的 . 
当 n=1 时 ,万 (CR)->R" 是 单元 向 量 信函 数 . 
六 (zz) 一 ( 太 zz 大 (xz))7T， (4d.4) 
即 (条 于 由 了 (z) 的 各 个 分 量 的 导数 组 成 的 列 向 量 . 
二 ,单元 畏 数 矩阵 的 微分 
(4. 4) 式 实际 上 是 单元 函数 的 mx1 矩阵 的 导数 ， 同样 地 , 可 
定义 单元 沙 数 的 mxXn 矩阵 的 导数 . . 
定义 4. 2 设 A()= [eastt) jx 其 中 i jtf) 是 变量 1 有 R( 或 
C) 的 函数 . 车 对 于 i 二 1,2,… ,m4j 一 1,2,… sn 中 都 存在 , 则 
(2) 关 于 变量 1 的 导数 定义 为 
14@ _ [daew] 


186 


at) Fanlt)y se ram) 


若 将 数字 和 矩阵 4 视 为 函数 矩阵 , 则 4 总 是 可 导 的 且 综 一 0. 

单元 函数 矩阵 的 导数 有 下 列 性 质 (假定 下 面 所 涉及 的 运算 都 
是 可 以 进行 的 )， 

C1) ee 4(z)， BD 都 可 导 ,a,6E RR( 或 6) 是 常数 ， 则 


_ dA) dB() 
F(aA() 46B0)) a a 
(2) ee 则 
d 加 4 
di AB()) = 


若 C,K 是 数字 和 矩 阵 , 则 


dd dBG) 


(3) 设 A(w)==[as(w) mxs 可 导 , 函数 w= 二 f(t) 于 si 


d 4) ,OD 
TA) = 二 


(4) 设 方 阵 i 刀 (2) 同 阶 的 方 阵 4-!1(z) ,使 

得 A400AT1G) 一 471Q)AQ) 一 E) , 若 4GD 和 A-'() 都 可 导 , 则 

4 = 一 4 时 四 

证 明 RA 
(C2) 设 A()= [a lt) ]。x， ,Bt)= [L600) J,xs ;于 是 : 


+8 


dB0) 


Bt) +ACG) 一 二 一 


AK 


da JK) = 


A (0). 


AWBCG) = [ Da bd) ee 
k=1 
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所 以 


FAWBEN) 一 [Sd br) taa Cbs C0) ] 


=[ daw iD] + Dea GD] 
天 一】 一 


dA Bp) AO) 2, 


dr 

注意 ， 由 于 矩阵 的 涌 法 不 具 交 换 律 ,让 上 式 中 朵 积 的 次 序 一 般 
不 能 交换 . 

《4) 因为 4 人) 4 一 已, 所 以 

410)A)) 一 er OA + A SR = 0， 
即 4 (DY A-ic) MAD A. 
两 边 右 乘 以 A-1(z) 得 

I AG) MA | 人 
dA 


t 
例 4.2 设 aD=| ， |], 求 时 AAC 和 2AC) 


2 £0 0 
a 


t+ # 0 2 
0 
| 
1 十 28 48 
24()94 人 = -| ||, ”|= | 
2 2.JLO 2 .2 423 
本 例 说 明 4 cmp ) 扫 名 . 
三 .单元 函数 矩阵 的 积分 . 


定义 4. 3 设 AC()= [a (1) jnxn. EE (2) 在 [4,6] 上 可 积 ( 
二 132,28j 二 152, sn) 则 称 4C) 在 [a,5J 上 可 积 且 规定 
4) 在 [Le ,58] 上 的 定 积分 为 
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[Awa = [| sea 


b b 
| aud | acidr … | ad 


[2 Ea bh 
[an a | ead “e | cd 


pa | aod: ， | ad 


而 称 4?dz = [fava] 为 4() 的 不 定 积分 - 
当 w 二 1 时 ,就 得 到 单元 向 量 值 函数 /(4) 的 积分 
| fa 一 (I dr, fdr | fad | 
不 难 验 证 , 当 所 涉及 的 运算 有 意义 时 ,单元 函数 矩阵 的 积分 具有 以 
下 性 质 ， 
OD ed = (fAwa) ， 
2) [GaAs) + 8B00)ds = ofAl dt + 6|BG)at, a,d 为 党 
数 ; 
(3) |4CDBd: = {|4codzjs, |cacodz = c|Awat (B,C 
为 数字 短 阵 ); | 
(4) ja ja = 4C)8G) 一 | AD poyde. 


证 明 (1)、《2) 由 定义 4.3 直接 可 得 ,(3) 留 作 练 习 ; 下 面 证 明 


性 质 (4). 
设 
A = [Laat nxss B= LD jxns 
则 z 
dA dB 
[an’ (2) jax,» [by (2) xno 
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凤 人 好) 至 人) 一 Samo] 
Rae 1 
ACD 32 二 [aay G1] ? 


时 人 san 3 [> a Won].,, ; 


所 以 
eo) [eo oo]. 


Se [> ( a (EDC) 一 | ai (be) ds] Lm 
本 [ 人 下 
AT 
a [| ( 2 (2)51(2)) 4] 


=AB0) |B)dr. 证 毕 . 


$4.2 方 阵 函 数 


本 节 通 过 方 阵 者 级 数 给 出 方 阵 函 数 的 定义 ,并 介绍 常用 的 方 
阵 函 数 的 性 质 ,为 此 先 介 绍 方 阵 序列 , 方 阵 堵 级 数 收敛 性 的 判别 法 
和 有 关 性 质 . 

一 、 方 阵 序列 收敛 的 充分 必要 条 件 及 性 质 

在 第 三 章 我 们 已 讨论 过 一 般 赋 范 线性 空间 中 序列 和 级 数 的 收 
敛 性 ,现在 来 具体 研究 方 阵 序列 与 方 阵 级 数 的 收敛 性 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,总 假设 4, 一 [Ca]E€ CY" ,m==1,2,*…， 
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4 一 [aiEC" 

定理 4.1 方 阵 序列 {4。} 收 敛 于 4( 即 lim4。 一 4)， 当 且 仅 
当 对 于 所 有 i,j 二 1,2,** "un, 都 有 limai -=a 

证 明 ， 设 lm 4。 一 4 即 lim 上 A. 一 4 一 0. 因 为 C… 上 任何 


范 数 都 等 价 , 故 有 lim ‖| 4。 一 A 二 lim tax > la 一 es| =0. 所 
以 对 所 有 的 i,j=1， 2 ‘lim a” —as| =0, Wlima =a,. 
以 上 推 证 过 程 是 可 道 的 , 故 定理 得 证 . 
定理 4.1 表明 ,一 个 阶 方 阵 序列 收 敏 ;意味 着 w? 个 数列 
{a } 都 收 伍 . 于 是 ,只 要 有 一 个 数列 (a 名 )} 不 收敛 , 则 14。) 就 发 
散 , 例如 , 若 4= diag| 喜 , 记 ,2| , 则 {4s) 一 {4"} 发 散 ,因为 数列 
{2"} 是 发 散 的 . 
收敛 揭 方 阵 序列 除了 具有 一 般 收敛 点 列 的 性 质 外 ,还 具有 下 
述 性 质 ， 
《1) 若 lim 4 一 4,limB- 一 日 , 则 lim (4。B。) 二 AB, 其 中 8B， 
B.EDC™",m=1,21° 
(C2) 设 lim A。 = 4, 车 4 ,4 (7 一 1,2,…) 都 存在 ， 则 
limAz'=A™. 
证 明 (1) 因为 
ABa—ABI = | A.B,—A.B+A.B—AB| 
1 A.B 一 BI 十 A 一 ABE->0 (moo 时 )， 
所 以 lim (A。Bw) 二 AB. 
《2) 因为 
limder(4-) = lim 和 (一 1 人 ae 多 


je” 
= > 《一 一 ea Ta 
is 
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一 det4 ’ 
且 由 定理 4. 1 可 得 
limadj(A.) = adjA. 
所 以 
lim 4m 一 lim adj(4n) _ nd -iA 
es det(4。) limdetCtA,) det4 


者 “oO [i bm 


A 
证 毕 . 
同 数列 {z"} 的 收 伪 性 由 z 的 模 完 全 确定 一 样 , 方 阵 序列 
{4”)} iE,A » A, ;4",… 的 收 仑 性 也 由 | 的 范 数 完全 确定 ， 
定理 4.2 设 AEC*"*, 则 {A”}%_o 收 化 于 零 矩 阵 的 充分 必要 
条 件 是 244)< 1 
证 明 先 证 必要 性 . 若 tim 4" 二 0 , 则 对 于 任 一 种 方 阵 范 数 
1。 ,有 lim 上 4" 中 =0. 因 此 
(p(A))"=p(A) EA 0 (m->00), 
故 ptA)<L1, 
再 证 充分 性 . 若 oC4) < 过 1, 则 存在 e>>0 使 得 
pf4) < oA)+eSRL1l. 
由 定理 3. 33 知 , 对 此 s, 必 存在 一 种 方 阵 范 数 ‖，|| .使 得 
1 4 .<e2(4)+e 二 1， 
于 是 
1 as 和 4 < (ed 十 9" 一 0 (1 一 co)， 
所 以 
lim4" = 0. 证 毕 . 
定理 4.3 设 4EC”, 则 {(4“"} 收 仇 于 零 矩 阵 的 充分 必要 条 
件 是 ,至 少 存在 一 种 方 阵 范 数 "上 ,使 得 上 A | < 到 1， 
证 明 设 limA"= 0. 由 定理 4.2 知 pC4)<1, 于 是 必 存 在 
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e>0, 使 得 p(4) 十 s<1l. 又 由 定理 3. 33, 对 此 上 必 存 在 外 "| ,使 得 
上 41 委 o(4) 十 se<1. 这 就 证 明了 条 件 是 必要 的 . 
因为 pcC4)< 41 <<1, 故 由 定理 4. 2 知 条 件 是 充分 的 . 
证 毕 . 


将 定理 4. 1 用 于 方 阵 级 数 , 便 得 到 下 面 关 于 方 阵 级 数 收敛 的 


充分 必要 条 件 . 
定理 4. 4 设 4A, 二 [a EO" m=0,1,2, ,SS=[s]€ 


Ce 风 方 阵 级 数 2)4。 收敛 于 方 阵 5 的 充分 必要 条 件 是 ,对 所 有 
ij 一 1,2， -mr 数 项 级 数 盖 oagP 收 北 于 ay 
证 明 记 Sw= 之 4- - [Sem]. .根据 级 数 收效 的 定义 ， 
PA-=s 当 且 仅 当 lim Sw 一 5S. 由 定理 4. 1, 这 意味 着 对 所 有 j 
=1,2," 有 lim De pas ”证 毕 . 
定理 4. 5 Y 4。 绝对 收 化 当 且 仅 当 对 所 有 i,j 二 1 2，… 


mi 


人 ag 绝对 收 全 


证 明 车 > 4 绝对 收 敏 ,也 就 是 S| A. | 收 敏 ,从 而 
14 收 笋 , 即 了 (max 也) lo) 收 敏 , 则 由 比较 判别 法 


知 , 对 ij 二 1,2,……,n; 正 项 级 数 > 1ag | 收 敏 , 所 以 Sag 绝对 
收 化 
另 一 方面 ， 车 对 t，» 了 二 1,2, ,1 >a 包 都 绝对 收 伍 ， 其 


m0 
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六 `1ag:| 都 收 生 , 则 由 收敛 级 数 的 加 法 知 ， > ) 收 


煞 . 又 因为 
| A 人 1 一 max 2 la | Se > 1a | 


所 以 六 ‖ 4。 1 收 敏 . 因此 对 任意 方 阵 范 数 ‖ .外 ,六 | 4。 收 


效 , 即 六 \4。 绝 对 收 敏 . 证 毕 . 
绝对 收 伍 的 方 阵 级 数 还 有 下 列 性 质 ， 
若 `4。 绝对 收敛 ,出 


.nat 


G) S74 收 化 ,反之 不 真 ; 


虽 一 如 


(2) 对 任意 的 P,QE Crx"，> PA,Q 也 绝对 收 熏 . 


请 读者 自己 证 明 . 
二 . 方 阵 材 级 数 
定义 4.4 设 开 是 任意 的 * 阶 方 阵 , {co} 是 一 个 复数 列 ， 


称 > )c-X" 为 方 阵 X 的 村 级 数 ,c- 称 为 第 mm 项 的 系数 . 当 mn 二 0 
时 ,约定 X” 一 五. 

当 X-4EC“ 时 , 若 Zon4 收敛 (或 绝对 收 伊 ), 其 和 记 为 
f(4), 即 pA 4", 则 称 忆 cxX" 在 4EC 7 处 收 误 ( 或 绝 
对 收敛 ). Ee 

z 若 >cXr 在 0CC 内 的 每 一 点 X 处 都 收效 (或 绝对 收 


伍 )， 则 称 它 在 旭 内 收 傲 ( 或 绝对 收 合 ) ,其 和 fC 就 是 X 在 映射 
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f :0(CC**)>C"" 下 的 象 .也 称 F(X) 是 方 阵 袁 级 数 久 cvXe 的 
和 函数 济 

同 复 竺 级 数 类 似 , SYcX” 的 收敛 域 是 空间 C"* 中 的 一 个 球 
形 域 2 

定理 4.6 ey 的 收 敏 半径 为 R,XEC™" 的 
谱 半径 为 CCX), 则 

(0) 当 p(X)<R 时 ,SYenX" 绝对 收 合 ， 


绒 亚 四 


(2) 当 PCX)> 尺 时 ， 2 X”" 发 散 . 
证 明 (1) 车 p(X)ZR， 则 存在 e 守 0, 使 得 pCX) eZR, 从 
而 Be lo 十 8)" 收敛 . 对 上 述 的 6, 必 存在 一 种 方 阵 范 数 


上 ] ' 使 得 上 入 上 和 p(X) 十 6. 因为 
eX™ | ele, | Xx" el | XN "SS le, | pK)+e)”, 


所 以 > cnX”" 外 收敛, 即 Ze 绝对 收敛. 


(2) 设 4 是 满足 C4)>>R 的 任 一 个 nn 阶 方 阵 , 令 
P(A)= 11 |; 则 [4| 守 RR, 


假设 >)c。4" 收 伍 ,其 和 为 SE Coxn 
若 zEC" 是 4 的 对 应 于 多 的 单位 特征 向 量 , 即 4z 一 Aizr， 
(7, 开 ) 一 并 工 一 1， 因为 对 于 入 一 0， 1， 2 “有 4azr 一 人 ”zy 所 以 


ps Se A"rHr) = > CnA" I) 
攀 三 了 0 


Dich 


一 > CnA"x) 一 (a A")z 


有 工作 
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一 XH IX 一 JR 所 Os 
即 Scoh" 收 化 ,从 而 |41 志 R, 这 与 1 之 R 政 盾 , 帮 当 p(A)>R 
时 ,ceX- 发 散 . 证 毕 . 


推论 1 若 > z” 在 全 平面 收 倒 ， 则 De, X" 在 全 空间 C”*" 
中 绝对 收敛 . 
推论 2 设 >,cn-(z 一 2) 的 收 敦 半 径 为 R. 若 XEC**… 的 所 


有 特征 值 都 满足 不 等 式 
1 一 和 | 到 及 ， 了 一 12 
则 方 阵 咎 级 数 咏 \c.(X 0E)" 绝对 收敛. 若 存在 天 的 一 个 特征 值 


入 ,使 得 
| | 一 加 | > RR, 
则 > cn(X 一 EE)" 发 散 . 


推论 1 是 显然 的 ,推论 ? 的 证 明 作为 练习 留 给 该 者 - 
例 4.3 如 果 4E Ce 且 (4)<1, 则 立信 收 信 且 和 为 


(区 一 4)-23 当 |‖ ATIH, (EA) < TaAT: 


证 ”因为 y*z" 的 收 仇 半径 R=1, 故 3)A" 收敛 . 设 其 和 为 
S , 即 
lim Sar = lim (E+A+ 和 十 … 十 4*) 一 3， 


Noo 丙丁 站 


用 五 一 4 左 乘 上 式 两 端 得 
limC(E—AETA++ A = lim(E— A*) 
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=E=(E—A)S. 
所 以 S={E 一 A)-. 
当 j 4 <I 时 ， 


(EA!i = | lim > | = lim | Sa j 


<lim D14l"= 27141 = TAT 
例 4.4 设 有 4 所 区 ,如 果 存 在 一 种 方 阵 范 数目。 上 ,使得 
HE 一 4 之 1; 则 4 可逆 日 4 一 > (E—A)”. 
证 令 B8=E 一 4, 则 p(B) 过 1, 由 例 4.3 知 
> = (E—B)-, 


即 4- 人 A)”. 


三 , 方 阵 函 数 
这 星 所 讨论 的 方 阵 函 数 ， 是 指 由 方 阵 麦 级 数 所 确定 的 函数 
-一 - 方 阵 宪 级 数 的 和 函数 : 


f(X) = 二 X"， p(X) <R. 
根据 定理 4.6， 从 上 于 我 们 熟悉 的 Maclaurin 级 数 , 可 以 得 到 


下 列 的 常用 方 阵 函 数 . 
由 于 
Cz" 之 之 
e 这 全 和 1 十 z 士 下 十 Tt ， 
lz| < 十 co 
< (— 1 "wm+1 
ST 之 / Cm + 1 
a Te 
3 ta 站 (2m 十 1)1 
jz| < 十 0%; 
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CD 和 9Z 一 te 人 De 


(C2) 1 
Zi | 2 2 (— "em 
kT 
- . |z| 过 + cei 
故 对 于 方 阵 XECx ,可 定义 方 阵 的 
指数 函数 
= 六 半 -EX+ 下 二- tl 
Lb 
p(X) <+o0} 
正弦 函数 
CDA XX 
sinX 一 > C2m 二 1)1 i tr 7 
p(X) < 十 oo 
余 纺 函数 
CD "Xm Fe 
cosX 一 > er ra 1 
P(X) 王 十 co 
由 于 
(一 1)"z CD _ 人 2 2 要 
及 当 za€ 民 时 
a aa 一 1)…( 一 好 十 1) 。 
《1 十 z) 人 
=1+or tT e+ 
都 在 zi<1 时 成 立 ， 故 可 定义 相应 的 方 阵 函 数 
in(E+X) = >5 和 8 bx, CD < 
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(EX)' 一 3) De mt Dy 


网 一 人 . 


由 定义 立即 可 得 
e" = &£, sinQ = 0，cos0 = E, lnk = Q， 五 “一 五 ， 


(a € RPAX) < 1. 


其 中 0 是 = 阶 零 矩阵 ,已 是 = 阶 单位 矩阵 ,ecE 丙 . 当 和 为 非 零 方 阵 


时 ,了 (XX) 的 值 的 计算 相当 复杂 ,这 个 问题 留待 § 4. 3 中 解决. 


四 、 上 方 阵 函数 的 性 质 
性 里 1(Euler 公式 ) 对 任意 和 的 久 ECx", 有 


ex 二 cos 基 十 isin 多 ， 


cosX 一 于 (er 十 ex) 
sin 和 一 寺 (ex 一 e-z0) ， 
2F 


其 中 i= vw 一 1. 
证 明 由 定义 立即 可 得 . 
性 质 2 对 任意 的 AEC*"* 及 zEC, 有 


dan 一 4e4 = e4.4， 


dr 
d sinCAt)= AcostAt)=—cos (tAt}A, 


dz 
cos {AD)=—Asin(Ai)=—sin(Art)A. 


咏 


x 二 
. 大 
车 记 A*= [cf] , 则 和 全 一 [ce Jexn ?天 =0,] 2 


所 以 


d pp d «~: 下 CA) a | 
a 一 一、 一 CC， 
Ps [me 区 [ >， (k— 1}! EP 
2 到 Asli 
| nd ee £ 
[一 安 
ny 下 大 站 
加 4 tA je 
1 1 
点 二 0 3 一 0 


如 果 将 A''! 写 为 44, 则 可 得 时 一 es， 
击 忆 证 的 等 式 ., 利 用 Euler 公式 可 得 其 余 两 个 等 式 . 
性 质 3 设 A,B 是 任意 的 黄 个 n 阶 方 阵 ,:€EQ. 著 4B=BA， 
则 e*B= Be?. 
0 tAB HBA! 
证 明 | |B= 忆 策 = > 和 全 
一 五 > a= 


性 质 4 设 4,BEcnxo 晶 AB==BA, 则 


eB 一 ee? 一 eae4. 
证 明 令 下 (4) 二 etsYe -4e ga 出 
0 一 (AT Be te Pes A)e ve 


ete (Ber 
一 (A+ Be'stBe Ne Bo 4ec4a+Pre 一 Are -Br 


(AtB)t,— 一 
— Be 十 ip Le 及 


一 (4 十 五 一 4 一 B)erare-4ea 一 0， (对 任意 
EC). 
OO 
Rl 9 玉 成 立 , 故 FQ) 是 与 1 无 关 的 数字 拢 阵 , 所 以 对 任意 z 
EC, 有 | | 
FOU) = F(0) = ererer 一 E. 
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e(4HEe-4e-B 一 百 . 


ecCe-4e4) 一 五 ， 
即 e-4e4 一 已, 从 而 知 e* 可 道 且 (e^)-!=e-4. 于 是 有 
EE= ete-Ae8— esiB(e4) -ites Ee e4tBdeae4)1， 
故 e4i2 一 ese4. 而 e412 一 es4 一 eaes, 所 以 
e4t8 一 te4e8 一 ete4. 证 毕 . 
由 以 上 证 明 顺 便 得 到 下 面 的 性 质 5. 
性 后 5 对 和 任意 AEC"*x*,e4 必 可 道 自 (e*) 一 e ?4. 
垃 用 Euler 公式 及 性 质 4 可 得 : 
性 质 6 对 任意 的 A4,BEC”*", 当 AB==B4 时 有 
sin(4#4 二 +B) = sinAcosB++cosAsinB, 
cos(A++B)=cosAcosB~—sinAsinB, 
sin(2A)=2sinAsinB,， 
cos(24) 一 cos24 一 sin24， 
sin24 十 cosz24 一 下 . 
在 下 一 节 中 ,我 们 将 看 到 sin《2xE)== 0 ,cos (2r 五 ) 一 已, 于 是 
由 性 质 6 可 得 : 
性 质 7 对 任意 和 EC ,有 
sin(X++2xE) = sinX, 
cos(X+2xnE)=cosX, 
: et eX 
也 就 是 说 ,sinX 和 cosX 是 以 2xE 为 周期 ,ex 是 以 2riE 为 周期 的 
周期 明 数 ， 
性 质 8 对 任意 XEC*",A(X = (F(X))T.( 自 证 ). 
应 该 注意 , 当 4B 关 B4 时 ,性 质 3,4 和 6 不 一 定 成 立 ,例如 当 
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时 ,ea412 天 ed4ea. 
8$4.3 方 阵 函 数值 的 计算 


给 定 了 AEC**, 求 1(4) 的 方法 很 多 . 我 们 仅 介绍 两 种 常用 
的 方法 ,一 种 是 利用 4 的 Jordom 标准 形 求 f(4), 另 一 种 是 将 
f(4) 表 示 为 次 数 不 高 的 多 项 式 . 
一 、 当 4 可 对 角 化 时 fC4) 的 计算 
设 AEC"** 可 对 和 角 化 , 即 存在 可 北 和 矩阵 EC"*", 使 得 

P-14P = diag (Nhs sh)) 

于 是 | 

: A = Pdiag(h sh ,eh)P-!, 
其 中 Mo 是 A 的 nn 个 特征 值 . 


oc 


者 flz) = 了 cnzm 的 收 魏 半径 为 尺 , 则 当 PA)TR 时 ,有 


/7 (4) cud DenLPdiag hs hse sh)P 
阶 汪 0 m= 


= DyesPdiag ,hrs AI PT 


哈 一 站 


= P{ > vdiag(cuh 3 CoCo 六 } P= 
| < 
N 
=P| lim diag (candi scnda™ ses cmd")) P-! 
om 二 0 A 


N x 请 
= Pllimdiagl Dns ema ,> jrj]P-: 


=D 
ee Pdiag{ Scir， Scinr a Dn") 9 
本 一 个 sl 欧 王 人 0 
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有 即 fA) Ss Pdiag Cf OM), FA) ,oo FON) IPT! 和 C4. 5) 
公式 (4. 5) 不 仅 给 出 了 当 4 可 对 角 化 时 ,fC4) 的 求法 ,而 且 

还 表明 

(1) f(A) = .> cnh” 与 4 能 同时 对 角 化 ; 


规 吧 0 


(2) (4) 的 特征 值 为 fa) sf) se ,FY. 
例 4.5 设 4=|。 |, 求 et 及 er 的 特征 值 
解 ” 先 计算 4 的 特征 值 : 


det(AE— A) = | y |- A(CA 十 2)， 
一 2 4 十 2 
A 的 特征 值 为 A=0, ds =—=—2. 由 此 可 知 4 可 对 角 化 , 且 e” 的 特征 
值 为 1 和 e-:. 
再 求 使 4 对 角 化 的 可 逆 矩 隆 已; 


see] 


Te ra 


P= | -|， | 人 
Ll 1 a 
最 后 计算 eA ，， 

e4 一 e[: -， = Pdiag (e’,e:)P-! 


-| | 0 由 1 "|=[ 1 | 
1 TI-LO er 1 1 1 一 e-z ee 
设 i:EC 是 变量 , 则 当 AEC”*" 可 对 角 化 《 设 A= Pdiag(h ,hs 
,4,.)P 5 村 ,有 
f(tA) = fiPdiag Css A EP- 
一 FCPdiag (htt MEIP-Y 
一 Pdiag CfA Cet) wet)) 己 -2 (4.6) 
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解 由 例 4.5 及 公式 (4. 6) 得 


1 or0o 0 1 0 0 0 
ep-[ J, Ls, 
| 1 1JL0 —sin2t;.—1 0 sin2t — sin2t 
例 4.7 证 明 sin(2xE)= 0 , cost2rb)=E, 
证 明 在 公式 (4. 6) 中 , 令 P=E, 则 P=P- :=E,1=i,="" 
一 刀 一 1: 一 2r. 故 


0 0 
例 4.6 设 4=|。 “|, 求 sin(zA) 


sin(2xE) = Ediag(sin2x,sin2r ,sim2n)E = 0, 
cos{2xE) = Ediag(cos2n ,cos2n,*"* ,COS2NA)E = EF. 
二 、 当 4 不 能 对 人 角 化 时 计算 fC(4) 
若 4EC>”" 不 能 对 角 化 , 则 必 存 在 可 道 和 矩阵 已 EC ,使 得 
P 'AP=J, 即 4 一 PPJP- 其 中 了 是 4 的 Jordan 标准 形 . 


定理 4.7 设 f(X) 一 De x" ,x EC HotX)<R., 若 
X= pe ,KX,), 
其 中 X; 是 坟 阶 方 阵 且 Dm=n, 则 
fC) = diag(f KX) FX, KD)). 
证 明 fF(X)==f(diag (Xi1, XX.)) 


一 了 cn[diag(X， ) 及 >， “有 )]” 


站 zz 小 
NN 
一 lim 过 ,diag(enXm yCmR 2 Cn”) 
NN N 

= limdiag( 2)caX1",*", PcaXr) 
CR 网 一 站 me 一 0 

一 diag[ SeoXn ee coXan] : 

了 一 人 m 二 0 


因为 p(X) 所 P(X) 过 R, 故 > cnXim 收 敏 (一 1,2，…s) ,所 以 


Wt 
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f(X) 一 diag(f CX), 了 (Xs),……,f(X,)). 证 毕 . 
设 J=diag (fi(M) ,TA,) 人 ,Cd)) ;其 中 Ji( 训 ) 是 一 入 )% 
对 应 的 jordan 块 , 即 的 


nt 


i 一 1,2,… 95， Sn 二 , 则 
1=1 


f(A) = FPIPTD = Den (PIP D)" 一 人 coPyrP-: 
mm 二 0 


风尘 和 
=P( DewT") P71 =PF(NP-! 
= Pdiag Cf CII A) YI, Fs CRAs) ,o,fOT CA PP-1， 
” 豆 只 要 算出 了 各 个 Ji(A)) ,就 不 难 求 出 fC4). 


定理 4. 8 设 复 每 级 数 f(z) 二 Secs” 的 收 敏 半径 为 R. 


ct| 


1 A Ex 


是 上 阶 Jordan 块 , 则 当 |4|<R 时 ， 
fT) = Djend "(A) 


m=0 


fA) 


(0) fl 
A 区 
wl J 
DA FA) 
《下 一 1) 1 A 
0 : 
1 0 
了 二 i y 了 * 
1 0],.x. | 1 0 0 
0 
0 0 
i 
0 
1 
0 1 0 + 0 0 
9 
0 0 
he : 和 » Ti:=0 
0 J 
i 0 : 0 0 


于 是 
J"(A)= CAE+T)" 
一 入 区 十 Co 加 了 十 CA 2 了 2 十 … 十 CI 加 一 村 17-1 
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二 其 1 1 my By 1 m yA— 1 1 
一 NE 十 (in) T+) TT 
Am 
CA™)! A 


”jo 
ws 21! 人 » 


有 
* 
. 


An)? Cr)” 


pee dd my 出 
hI51 py 
所 以 
fIDY = DenT" (NW) 一 
医 可 习 


1 TY myn 
pr 


i? | 二 2 之 7 之 cn 


由 于 当 |z|<<R 时 f(z) = SJcwz" 有 任意 阶 导数 是 可 逐 项 求 
导 , 即 Fo(z)= co(zn)o ,因此 当 |h|<R 时 有 


m0 
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f(A) 


F002) fa) 
CA) ， 
FTC 一 21 9 
FD) 
(1) oh 
证 毕 
ftA) Pdiag Cf CGT) fl) yt NN PT, 
其 中 Ji=Ji(N), 
f OAL) 
ft) fz) 
A 
A 小 ) fr CA) | 


ft) 一 


DAE) Fe 二 
te + 六 Tt) FOAt) 
7 一 二 275 


例 4. 8 求 e”, 设 
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det(a£—A)= | 0 A 一 1 | 一 (一 2)04 一 1)， 


2 < 
«ma 二 让 0， 
一 3 1 
所 以 4 不 能 对 角 化 ,于 是 


a | | 


1 


设 PP 二 [z+:y;:zj]E€0™Xi, 使 得 PAP=,7, 从 而 AP=P7, 即 


LAr,Ay,Az] = [2zyy 十 zz]， 


亦 即 
(A—2E)r=0 
(oe-es ~ ; 
| (A—E)z=0 
解 之 得 
1 J 1 
eal 
4 1 
故 
1 1 1 ss 
ee 2 中 i 3 | 
4 3 1 2 一 1 0 
由 于 


(20 fo2 J e 0 
e [e ]， e et ;所 以 
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e'*— Pdiag(e’1‘®) ,e207)P-1 
1. 一 和 1 
一 2 3 一 ! 


1 1 lnre” 0 0 
一 2 1 0 ee 0 
4 3 1 0 ie: e’ 2 一 上 0 


| 一 2te: 十 ez (3 十 2)e: 一 2e2 一 (t+1)e'+e” 


一 2(t 十 1)e' 十 2e2# (3 十 5)e 一 4e2 一 上 十 2)e: 十 2e” | . 

一 20 十 2)er 十 4e2 (3t 十 8)e: 一 8e 一 公 十 3)e 十 4e5 
对 于 任意 的 4EC", 都 可 以 利用 4 的 jordan 标准 形 来 计算 
f(A4). 但 在 计算 过 程 中 , 除 4 本 身 是 Jordan 标准 形 外 ,都 必须 求 
出 使 P-!4P==J 的 了 和 P71!, 这 是 这 种 方法 的 困难 所 在 . 当 w 较 
大 时 计算 量 之 大 是 可 想 而 知 的 . 下 面 再 介绍 一 种 求 A(A) 的 方法 ， 
在 这 种 方法 中 ,不 用 计算 了 和 PP ， 

三 ,将 (4) 表示 为 4 的 多 项 式 

在 $2.4 中 ,曾经 利用 A4EC"** 的 零 化 多 项 式 将 4 的 任何 次 
数 高 于 或 等 于 的 多 项 式 g(4) ,表示 为 次 数 不 超 过 一 1 的 多 项 
式 r(4). 若 所 用 的 零 化 多 项 式 是 4 的 最 小 多 项 式 愉 加， 则 ”0 的 
次 数 小 于 degYa) ,这 就 大 大 简化 了 计算 .对 于 4 的 任意 函数 FA4) 


二 SYcs4', 也 可 将 其 表示 为 次 数 小 于 deggX) 的 多 项 式 (4) ,只 


是 了 Ci) 的 系数 不 能 象 求 >() 那 样 以 1 去 除 g() 得 到 . 
定义 4.5 设 4ECex 的 谱 ed) 一 全) ,4 的 最 小 


只 项 式 PCA) 一 《4 一 四 mm (A— Xe) "2. (A—A)™:, Sm,=m ,了 f(z) 是 


复 变 函数 .车 对 j==1,2, 呈 5 了) 了),…, 了 -04) 都 存在 ， 
则 称 f(z) 在 oC4A) 上 有 定义 ,并 称 .AN (I 二 
1,2,…,s) 为 在 oCA) 上 的 信 或 在 A 上 的 谱 秆 . 

定理 4.9 设 4EC™" 的 最 小 多 项 式 VND 二 (一 4) 。 


(G4 一 和 am 一 mm， 一 FA 一 De 的 收敛 半径 为 尺 ， 
j=l1 kd 
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则 当 p(A)<R 时 ,存在 唯一 的 m 一 1 次 多 项 式 了 (0%) 一 > ycoX ,全 


得 7'(2) 与 f() 在 ocA4) 上 的 信和 相 辣 , 且 f(A4}=T(CA). 
证 明 国 为 (04)< 尺 , 故 .1 让 在 cd) 一 (上 有 征 
义 . 叉 由 播 值 多 项 式 理 论 可 知 ,满足 六 个 条 件 
TOAD = fID), l= 0 smi—1, j= 1,2,%,s 
的 天 一 1 次 播 值 多 项 式 YA) 是 存在 是 唯 一 的 ， 
下 面 证 明 f(A4)==T(A), 设 4A 的 Jordan 标准 形 
J 二 diag (J Jah) ,TCA)) ,有 即 存 在 可 族 的 PEC** 合 得 
A= Pdiag(Ti(h) dA) TAADNPT, (s StLn), 
A 
1 A 
其 中 ji) 一 1 


| 1 A ; 
是 对 应 于 C24 一 和 ?Gi 二 1,2,…,2) 的 p; 阶 Jordan 块 ,于 是 
fA) = Pdiag(f TIM)D ,ee , FLIAAYD PT, 
TC(A) = Pdiag (T [J 0)D) ,TOI (ADNP, 
其 中 
Jf(%) 


FM) Ff.) 


Li 


HE or 


fe PO) 1 
(pi—1)! i fA FO) 
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| TOA) 


T'O) TO) 
Tr() 
TDN=| “ar TT) 
Te eX) i 2 TCD) TO) 


L Cp;—1)!1 
注意 到 (4 一 )* 是 A 和 E 一 4 二 假如 它 与 (4 一 )" 相 


当 , 则 由 于 gC 一 JTQ 一 4)" 是 E 一 4 的 第 个 不 变 因子 , 训 


pp; 夺 mj. 从 而 fC) 存 在 Y=0,1,2,… ,pi 一 131 二 1,2,…,t), 月 
THD 一 Fo 一 0,1,2 和 一 1 一 112 
因此 ,对 j==1,2,…,t 有 
US FA4)) = TCR))， 
所 以 f(4)=T(4). 证 毕 . 
类 做 地 ,有 
f044) = T(A) = 之 am (2) A’, 


其 中 an) 是 上 的 函数 县 f(zA) 与 Ta) 在 o(4) 上 的 值 相 同 . 
例 4.9 再 解 例 4.8. 
解 


4 一 1 = (一 27(4 一 1)2. 
一 2 5 A—4 
经 计算 知 (4 一 2E)(4 一 EE) 关 0 , 故 4 的 最 小 多 项 式 为 


WHA) 一 (42) (11)?, deg9A) = 3. 


det (AE— A) = 
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设 it4) 一 e4 一 cott) 五 十 at)4 十 azft)42 一 (47 由 于 
7 一 反 与 了 (AD) 一 ao() 十 at 十 az 好 在 co(4) 一 {2,1) 上 的 
值 相同 , 故 得 方程 组 . 

ao 人 ti) 十 2ai(t) + das(t) 一 ea 
aoft) 十 gt) 十 az(t) = 二 e: ， 
it) + 2as(t) 一 纪 : 


解 之 得 
2 Gofzt) 一 一 28e: 十 人 es 
atkt) = (3t 十 2)e 一 2e2 . 
as(t) 一 一 (十 Te 十 ee 
又 因为 


0 1 of’ 0 0 1 
4 一 |0 0 | 二 12 一 5 4 |; 所 以 
一 4 一 18 11 


e 难 一 (一 2te: 十 ez) 互 十 (K31 十 2)e 一 2e2)4 
十 CG 十 1)e' 十 e*)A? 
一 2te' 十 ee 《3 十 2)e' 一 2e2 一 (十 1)e: 十 ez 
-erpetme 《3 十 5)e' 一 4e2 -eraeta 
一 2 人 十 2)e 十 4e2 (3 十 8)e5 一 8ex 一 (十 3)e' 十 4ez 


四 . 谱 瑞 射 定理 

定理 4.10 设 4EC”“" 的 特征 值 为 由, 加, 且 7 是 在 
2z(4) 上 有 定义 的 复 变 函数 , 则 A(4) 的 特征 值 为 (41) ,Fa 
(4: 即 . 

of(A)) = flol Ad)). 
证 明 这 是 定理 4.7 和 4. 8 的 直接 结果 . 
” 例 410 设 4EC”, 试 证 ; 
(1) detfe4) 一 etd4; 
213 


(2) 若 aCCUEZIAI<T) , 且 瑟 一 (4 十 五 ) (4 一 EE), 则 
olBIC{AECIReAZO}. 

证 明 (1) 设 AF 沁 人 征 值 为 各, 和,…, 加 , 则 es 的 特征 值 为 
ea eye 所 以 

detKea4) 一 eledereh 一 et 一 ev. 

(23 令 Fa)=(CAHI) "02 一 1), 则 a 因 
此 fC4)==(A+E) "14 一 E)==B8 昌 
a(B5) = olf(A)) = fA) = {+ 1 DIAE ald)), 


A—1) [2 一 1 十 GQ 一 和 D14]? 
而 Re 和 1 Re Tf 一 人 i 了 人 <0" 故 结论 成 立 


$ 4.4 e“ 在 解 线 性 常 微分 方程 组 中 的 应 用 


一 ,一 阶 线性 常 微分 方程 组 的 向 最 表示 
设 有 :一 阶 线性 常 微分 方程 组 
名 一 wa 0 
其 中 必 民 是 自 变 基 ,zi 人 的 是 未 知 函 数 , 记 (和 他 是 区 间 工 上 
的 已 知 连 续 函 数 . 
车 记 Tz) = Ca (0) ,ratty , gqg0)= (Cg1() ,g(t), 
“ga (2))7, 


Pe) pl) pt) 
P(t) 一 palit) pzalt) “pant) 


Pauli) pralt) 2 ponlt) 
则 可 将 其 表示 为 
XD= Ptr) Trg). (4.7) 
当 gq(4) 三 0, 中 
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XT (= PULTE) (4.8) 
表示 的 是 … 阶 线性 齐 次 微分 方程 组 . 
当 PQ)==AET*", 即 
X(t) = A T+q() (4.9) 
表示 一 阶 线 件 常 系数 微分 方程 组 . 1 
一 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 组 应 表示 为 
T= Ar(E). (4. 10) 
我 们 只 讨论 - 阶 线性 常 微 分 方程 组 , 故 以 下 简称 为 线性 微分 
方程 组 或 向 基 微 分 方程. 
若 将 初始 条 件 也 写成 向 基 形 式 :rzGn) 一 c 一 (ciyca co , 则 
初 值 问题 的 间 基 表示 式 为 
| (的 二 已 CDZCD 二 9 人 
zy=e 人 
二 ,一 阶 线性 常 微分 方程 组 初 值 问题 的 解 
定理 4.11 初 值 问题 
Zz'(1)=Azr() 
TX{0)=e 
在 (一 c ,十 cp) 上 有 了 唯一 解 z+(1) 二 ec. 
证 明 因为 
d ,. d ,a 
He 一 证 (ef Cc) = Aec = Ax(t), 


CI) 


且 x(0)==e'c=Ec=c, 所 以 x(t) 二 ec 是 初 值 问 题 ( I ) 的 解 ， 
又 设 >(D 也 是 ( 工 ) 的 解 , 即 
y'(D)=Ay() FE vy(0)=e. 
令 200 一 eye 则 
gC — Ae y(t) te 人 3 
=—e “Ay(t)+e “y(t)=0, 
于 是 对 任意 的 经 如 有 


g(t) = g(0) = y(0) 一 c 即 e “y(t) = ie. 
所 以 
yt) ec—=7r(lt), £E (一 co 十 co)， 
即 解 是 唯一 的 . 
用 同样 的 方法 可 证 明 下 面 的 结果 ， 
”推论 ” 初 值 问题 
人 ER 
rx(t0)=e 
有 唯一 解 xz 划一 eco4c. 
例 4.11 求解 初 值 问题 


Xi(0)=1, rz:(0)=0, zx3(0)=1 
入 . 


0 1 一 | | 工 t 
A=|1 1 0|,c=|0|, z(t)= [zz1. 
0 1 1 3 


4 的 最 小 多 项 式 为 HA) 一 A(4 一 1]. 设 
es = aE + alt)Ai alt)A = TGA). 
因为 Tt) 与 e* 在 o(4) 二 {0,1} 上 的 值 相同 , 故 有 
aott) =1 
aolt) + alt) + aslt) 一 ee 

\ ai(t) 十 2a,(f) =tet 

解 之 得 a6 二 1, a1(t) 二 一 2 十 2e' 一 te':, as(f) 二 1 一 e! 十 te'. 
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证 毕 . 


又 因为 


所 以 
工 ( 虽 一 er4c 
”一 [5 棕 十 (一 2 十 2e' 一 te A 二 (1 —e'+tte') A ) Yc 
1 一 1 十 1 一 ez ] 
一 te -了 十 ef ee 


一 于 十 ee 0 一 1] 二 2e' 一 rte’l Ll1 


2Z—e’ 
一 区 2e! < ， 
一 2 十 3e’ 一 te 
即 zi 二 2 一 e', zs 二 一 2 十 2e' 一 te', ZX; 二 一 2 十 3e' 一 fe', 
定理 4, 12 初 值 问题 - 
EY ee 


人 (to) 一 C 


在 区 间 I(tE€1) 上 有 唯一 解 


t 
X(t) = eT Ae 十 | eg(r)dr. 


0 


证 明 ” 原 方 程 可 写 为 
| T(t Ar) =a(). 
两 边 同时 左 乘 以 e-“ 得 
e (zr (1)—Azr(t))=e “gt), 
即 
Cetz(e)) 一 e g(r). 
t 


. 对 于 任意 z€1, 上 式 两 端 分 别 在 [to,t] 上 积分 得 
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t 


e Mr)—e orlto) 一 | eigtr)dr. 
'o 


所 以 
(ED) = esto de 十 | eqg(r)dr. 
唯一 性 的 证 明 同 定理 4. 11. 证 毕 ， 
例 4.12 已 知 


2 一 ! 1 ee 0 
~ ; ee 
1 3 ez | . 本 


在 5 一 co ,十 co) 上 解 初 值 问题 
ee 
TO) 一 C 
解 ”由 定理 4. 12, 其 解 为 


Ws | sece)dr 六 | ewig)ar. 
人 o 
各 的 最 小 多 项 式 为 (2 一 2):(4 一 4), 故 设 
e4 一 au) 站 十 ai 十 aid42 = TGA). 
由 ex 与 TG) 在 ec(4)= 一 (2,4} 上 的 值 相同 可 定 出 
aolt) = ee 一 4 
ai(t) 一 ex( 一 ez 十 1 十 3) 
da2(t) 一 Ter(e*— 1 一 2) 
et = eaf(e2 一 4 已 十 (一 ee 十 1 十 3)4 


le 于 (e* 一 1 一 20)49， 


1 
eg(r) =er( e204 (tr) ) | 十 es 一 ezen 十] 


工 
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I 
十 3G 一 口 i| 吕 十 于 42(esero 一 1 一 24 一 D) |0 


7z 
ee -2 一生 十 4z 一 ce 十 1 十 3 一 3z 
一 0 十 ez4 0 
ere 2 dttt dr? 一 ere ?二 tr 十 3tr— 37: 
ese “1— 2t2r 
ea : 
+ 0 
ezre 2 一 r 一 2tr 十 2z3 
积分 得 
TI) = [eg ar = ee 0 


和 
十 ex4 0 
一 
二 
A 
2 2 
十 村 本 0 
a EN A 
4 4 2 2 3 
将 
= .1 6 —4. 86 
4 一 |0 3 -1|,A:= 一 2 8 一 6 
1 3 10 10 
代入 并 化 简 得 
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人 
习 es 一 二 十 一 上 一 本 
Sop 
| 


于 到 a _3 2# 3 3 3 ,2 
x(t)= |xz |=€ ge og 


3 下 
3 3 3 31s 
人 


习 题 四 


Ls 设 fT)= fz rT2sT3)= 《 工 1Ez2 ,Tsinza)7, 求 f'(r). 
eosi ] 


2. 设 4D=|[ 


一 Sint cost 


dA 了 d4t)1 
求 丰 Tde tACEY) ‘det[ 二 


er te: i 
3, 设 44) 一 | i: 2 ， 求 | acpd'. 
S 


inf cost 


4, 设 zz 一 (CH ,rzCz7 DT 和 Rn， AER*”" 是 对 称 矩 阵 ,f 二 zx AT 


试 证 


中 站 a 


dz 
一 2xz74 一 A 
机 rdr 
(2) 于 (2 EE 
5. 设 B， 忆 是 数字 乱 阵 且 下 列 所 有 运算 部 有 意义 ， 试 证 
|4cpad = (acwar) 五 ， jeacod: =C|Atdr. 
6. 设 AEL™, AnEC ,m=0,1,2,.. 试 证 
(1) 若 lim A» 一 44, 则 limAn=A; lim 4 一 4 lim An = A™; 


(2) 若 > cn4r 收效 , 则 六 "c-C4r)" 一 人 让 


m=O 殉 芋 自 出 一 全 
> 入; 浊 

7. 设 4 一 |1 1 | ,车 B= 襄 4， 则 limB’= 0. 
1 —1 3 


8- 设 46 人 2 … 则 lm 全 = 0 的 充 要 条 件 是 ,对 任意 的 zEC lim(4tz) 一 0， 
9. 设 34520012 车 六 4 绝对 收 伊 , 则 
GD) 全 4, 收 竹 ,反之 不 真 


(2) 对 任意 的 P,QE CY， > P4。Q 维 对 收 全 


10. 证 明定 理 4.6 的 推论 2. 
11. 试 证 ,对 上 人 有 


[5 | [ cost | 
e es ; 


一 sint cosi 


2 0 0 
13 -让 1 | aa 

0 0 1 
14. 求 e”“ ,车 

[3 
—2 1 
‘a=|[ | (2) 4 一 
一 2 一 -2 1 


1 4 
15. 已 知 4 一 |0 2 中 
0 3 1 


求 es， sin(£A). 

16. 证 明 
(1) 若 4 是 反 Hermite 和 矩阵, 则 e* 是 酉 矩阵 ; 
(2) 若 4 是 Hermite 算 阵 , 则 ee 是 西 害 阵 . 


2 -1 1 
wa 3 -| ae 


1 3 
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18. 求解 裙 作 问题 


一 一 -52 
dr 


XI) 二 3， 0D) 5 Xit0) 一 | 
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第 五 章 ”代数 方程 组 的 解法 


工程 技术 中 的 许多 问题 ,常常 直接 或 间接 地 归结 为 求解 代数 
方程 组 . 本 章 将 介绍 求解 代数 方程 组 常用 的 一 些 数值 方法 及 有 关 
理论 ,8 5.1 和 §5.2 介绍 解 线 性 代数 方程 组 的 Gauss 消 央 法 和 
年 阵 的 三 角 分 解 ;$ 5. 3 给 出 Banach 还 缩 映 射 原理 ,8 5.4 介绍 解 
线性 方程 组 的 选 代 法 ,5.5 阐述 解 非 线性 方程 组 选 代 法 的 一 般 
理论 ,$5.6 介绍 解 非 线性 方程 组 的 Newton 格式 及 其 各 种 变形 
格式 . | 


\ 5.1 解 线 性 方程 组 的 Gauss 消去 法 


太 不 n 阶 线性 方程 组 
AxX = 8， {5.1) 
其 中 A 三 [a]€ERYY z= (zr) ER ,b= bb bY) 
ER". 在 本 节 的 讨论 中 ,总 假设 4 是 非 奇 异 矩 阵 . 根据 线性 代数 的 
有 关 知 识 ,方程 组 (5. 1} 有 了 唯一 解 . 
求解 方程 组 (5. 1) 的 方法 很 多 ,可 把 它们 分 为 直接 法 和 先生 法 
两 大 类 . 直接 法 是 指 那些 在 没有 舍 人 误差 影响 的 假设 下 ,经 过 有 限 
次 运算 可 求 得 方程 组 精确 解 的 方法 . 线性 代数 中 的 Cramer 法 则 
是 一 种 直接 法 .根据 Cramer 法 则 ,(5.1) 的 解 为 
D, 
We 万 ， 
其 中 马 ==det4 ,而 疡 是 将 4 的 第 4 列 换 为 & 所 得 矩阵 的 行列 式 . 
用 Cramer 法 则 求解 方程 组 (5. 1) 时 ,需要 计算 a 十 1 个 nn 阶 行 
烈 式 , 每 个 x 阶 行列 式 为 n! 项 之 和 ,每 项 又 是 二 个 数 的 乘积 . 因 
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上 二 1， 2，… 72， 


此 ， 所 需 进 行 的 条 法 运算 次 数 总 和 为 
S=(n 二 1)!1 (2 一 1). 

由 此 可 见 , 当 7 较 大 时 ,Cramer 法 则 将 因为 计算 量 过 大 而 无 法 使 

本 节 将 介绍 的 Gauss 消去 法 是 另 一 种 直接 法 . 
”一 ,顺序 Gauss 消去 法 . 

顺序 Gauss 消 去 法 的 实质 就 是 初等 数学 中 的 消 无 法 . 首先 结 
合 一 个 具体 的 方程 组 说 明 Gauss 消去 法 的 求解 过 程 . 

例 5.1 求解 方程 组 


1 十 2Xz 十 za 一 0 (5. 2) 
2z 十 2xzz 十 3zs 一 3 ， (5. 3) 
— XL CO 3x; + 87, 一 10 (3. 4) 


解 把 方程 (5. 2) 乘 以 一 2 加 到 方程 (5. 3) 上 ,把 方程 (5.2) 加 
到 (5. 4? 上 ,消去 (5. 3) 和 (5.4) 中 的 zx, 得 到 等 价 ( 即 同 解 ) 方 程 组 


十 2zzs 十 XxX 二 0 (5. 2) 
| 一 2mrs 十 石 =3 ， (5. 5) 
x 二 .97x, 一 10 (5. 6) 
.再 把 方程 (5. 5) 乘 以 一 0. 5 加 到 方程 (5. 6) 上 ,消去 (5.6) 中 的 z， 
得 到 等 价 方程 组 iT 
1 十 27s 十 Ts 一 0 《5.2) 
| -27 二 =3 ， | (5. 5) 
8. 5zy 一 8.5 (5. 7) 


这 个 方程 组 是 很 容易 求解 的 由 方程 (5. 7) 得 zs 一 1; 把 xz 一 1 代入 
《5. 5) 得 z: 一 一 1 把 rz:=1,z* 一 一 1 代入 (5.27 得 zi 一 1， 

这 种 求解 方法 的 演算 过 程 可 分 为 两 部 分 . 首先 把 方程 组 化 成 
等 价 的 上 三 角 方 程 组 ,这 个 演算 过 程 称 为 消 元 过 程 . 其 次 对 上 三 角 
方程 组 由 最 后 一 个 方程 开始 按照 求解 一 一 代入 的 循环 演算 程序 求 
得 方程 组 的 解 ,这 个 演算 过 程 称 为 回 代 过 程 . 这 种 求解 方法 称 为 顺 
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序 Gauss 消去 法 . 


顺序 Gauss 消去 法 的 消 元 运算 实质 上 是 对 方程 组 的 增 广 抵 
阵 的 初等 变换 . 现在 就 “ 般 的 = 阶 线性 方程 组 (5.1) 介 绍 顺序 


Gauss 消去 法 的 消 元 过 程 . 
记 4 一 4， bY =b, a =ay 6 =b;,7 ,j=112, ,Nn, 
第 1 步 , 设 zf 人 天 0 令 


1) 


【11 RE 
il /all 9 i237 


用 一 六 恨 以 增 广 矩阵 [4 ,2 ] 的 第 1 行 加 到 第 t 行 上 ,i=2.,3, 


…n, [4 中 ,6 中 ] 被 变换 为 


(1) (1) {1) ‘1) 
Ql Ql a 
0 Ab 2 ab be2) 
[A ,5 ] 一 - . 


0 a 2) pa a pr) 
其 中 CQ 一 人 9， isj=2,3,°" ,ns 
六 2 一 六 0 一 7 站 一 293y ,Rn 
第 2 步 , 设 a 知 天 0, 令 


(2) 2) -EM 
{iz = a Ac 这 了 zi 一 3 4 了 


用 一 a 乘 以 142 ,562] 的 第 2 行 加 到 第 i: 行 上 ,i 二 3,4,*: 


[A® ,6 ] 被 变换 为 
a a a 


0 a a a 


‘ (3 ‘ 
[LA 3) | = 一 0 0 CO 硬币 向 UA) bi 
bod bd a 
: : 4 
0 0 ad ' am bY 
人 一 和 《232 (2}) 
其 中 Rij 一 2 CQ27 ? z57 一 3 下 天 3 


pe be 1b, fi 二 3,4 ,nn. 
假设 进行 完 第 4 一 1 步 后 , 增 广 抑 阵 被 变换 为 


yy 则 
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1 + 

0 

: * “ > : 2 
[A ,6 | 人 从 ix Oil 

0 ne a 0 人) 汪汪 人 Dt 

: ; : : 

[0 ns non 0 2 人 a Bt) 


第 上 步 , 设 a 人 了 0, 令 
[二 
用 一 总 乘 以 [4 的 第 不 行 加 到 第 : 行 上 ,一 下 十 1 有 十 2 
2? [4 ,bj 被 变换 为 


外 


‘i 111 (1) 411 11) 
Qt Ql2 lr GT TD we a .bE 
0 i ly [21 21 2 
0 tay” 改 2 Cath+1} 了 和 6 
2 
. 。 : : : 
+ PDT 一 < A 类 £1 4 
LA 区 J ee ’ -a CE 0 ein bl! 
半生 和 (此 十 ] 1 本 1 十 ] IR—1) 
0 DO adtijtt atDn Atl 
qoe eo8 ， 【w+ 二 1) i Ch]1 二 
0 0 dnttrl) ”Ann bs BW 


+) (大 a 
Qi = gn ， 7 一 下 十 1 十 27 
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bt ob fb 7 二 1k 十 2 
第 4 一 1 步 结束 后 , 增 广 矩阵 被 变换 为 


PP a a 
0 -as AZtn -1) a bs? 
[A® ,6 ] = 
人 
[0 oo ae 和 & dd hb” 


至 此 , 消 元 过 程 结束 ,方程 组 (5.1) 化 为 以 [4",6"] 为 增 广 算 
阵 的 等 价 的 上 三 角 方 程 组 
aizi 十 ar 十 … 二 dz 十 CT。 一 下 


{2) i 
他 22 X23 十 -… 十 as 3 Tn 十 poi nr 一 必 


6 
GD 人。 一 由 人 
为 了 求 得 方程 组 (5.1) 的 解 ,对 等 价 方程 组 (5. 8) 施 行 回 代 过 
程 . 设 a 关 0, 得 


未 2 一 名 站 /at 
| zi = (6 一 > aa /a , k=n—ln—2,.",1.(5.9) 
1 三 yt 
用 顺序 Gauss 消去 法 解 方程 组 (5.1) 时 ,请 元 过 程 的 第 步 
中 ,计算 每 个 sas? 和 61? 均 只 需 一 次 胰 法 或 除法 运算 ,这 些 
数 共 有 (Qn 一 (wn 一 十 2 个 .而 消 元 过 程 共 进行 一 1 步 , 所 以 消 元 
过 程 乘法 和 除法 运 台 算 次 数 总 和 为 


Ni 一 Se 
kl 
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由 (5. 9) 式 可 知 , 回 代 过 程 乘法 和 除法 运算 次 数 总 和 为 
Ns=1++2 十 … 十 一 地 n(n 十 1》， 
因此 ,Gauss 消去 法 的 滋 法 和 除法 运算 次 数 之 和 为 


N 一 入 十 Na 一 于 中 十 妈 一 村 


3 
由 此 可 见 , 当 1 较 太 时 ,Gauss 消去 法 比 Cramer 法 则 的 计算 基 大 
为 减少 . 
二 , 列 主 元 素 Gauss 消去 法 


在 顺序 Gauss 消去 法 中 ,a 中 称 为 第 天 步 的 主 元 素 , 因为 在 消 
元 过 程 和 同 代 过 程 都 要 用 < 忠 作 除数 ,所 以 必须 要 求 a 内 了 关 0, 二 
1,2,… wn. 这 在 具体 计算 时 常常 得 不 到 保证 . 此 外 ,即使 这 个 条 件 
得 到 保证 , 当 某 个 a 从 的 绝对 值 相 对 很 小 时 ,对 计算 结果 也 将 产生 


不 良 影响 . 
例如 ,方程 组 
0.00001z 十 XxX; 一 2 
| a (5, 10) 
的 精确 解 为 


0000 < 199997 
. 99999 ” 099999 ° 


车 在 四 位 十 进 制 的 限制 下 ,用 顺序 Gauss 消去 法 ,得 等 价 三 角 方 
程 组 

0.1000 x 10 十 0.1000 x 10z, =0.2000 x 10 

\ 一 0.1000 X 10'z; =— 0.2000 X. 105 
经 回 代 , 得 

zz 一 0.2000X10 ， X= 0.0000. | 

显然 ,严重 失真 . 造成 这 种 结果 的 原因 在 于 主 元素 的 绝对 值 过 小 ， 
用 它 车 除数 产生 了 较 大 的 伟人 误差 , 青 经 传播 ,误差 变 得 更 大 : 
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为 了 克服 当 a 关 于 0 时 顺序 Gauss 消去 法 失效 和 当 je 各 | 过 小 
时 结果 严重 失真 两 个 干 端 , 可 通过 选取 合适 的 元 素 作为 主 元 素 对 
顺序 Gauss 消去 法 加 以 改进 ,这 就 产生 了 列 主 元 素 Gauss 消去 法 
.和 和 全 主 元 素 Gauss 消去 法 . 由 于 实际 应 用 中 这 两 种 方法 的 精度 差 
不 多 ; 故 这 里 只 介绍 列 主 元 素 Gauss 消去 法 . 

列 主 元 素 Gauss 消去 法 与 顺序 Gauss 消去 法 的 不 同 之 处 在 
于 它 不 是 按照 自然 项 序 选 取 主 元 素 . 首先 在 增 广 矩 阵 [A4 ,5 ] 的 
第 1 列 个 元素 中 选取 绝对 值 最 大 的 一 个 作为 主 元 素 , 并 把 它 所 . 
在 的 行 与 第 1 行 交换 ,再 通过 初等 行 变换 把 第 1 列 的 后 4 一 1 个 元 
素 消 为 0, 得 增 广 年 阵 [4% ,50]. 其 次 ,在 托 阵 [4 ,22] 的 第 2 
列 后 ”一 1 个 元 素 中 选取 绝对 值 最 大 的 一 个 作为 主 元 素 ,把 它 所 在 
的 行 与 第 2 行 交换 ,再 通过 初等 行 变换 把 第 2 列 的 后 n 一 2 个 元 素 
消 为 0, 得 到 增 广 矩阵 [4 ,6 依 此 继续 推演 . 只 要 det4 尖 0, 消 
元 过 程 必 能 进行 到 底 , 最 后 得 到 一 个 与 原 方程 组 等 价 的 上 三 角 访 
程 组 . 

用 列 主 元 素 Gauss 消去 法 解 方 程 组 (5. 10). 增 广 矩 阵 

[AY ,po] 二 站 1000 X 10” 0.1c00 x 10 0.2000 x | 
0. 1000 x 10 0. 1000 x 10 0.3000 x 10 
主 元 素 为 a 二 0. 1000X10. 交换 第 1,2 两 行 得 
| 0.1000 x 10 0.1000 x 10 0.3000 x a 
0.1000 X 10- 0.1000 x 10 0.2000 X 10 
思 一 10-: 乘 以 第 一 行 加 到 第 2 行 上 得 
raem pe] 一 六 1000 x 10 0.1000 x 10 0.3000 X | 
0 0.1000 x 10 0.2000 X 10 

经 回 代 , 得 


xX2 = 0.2000 Xx 10 ,， zi = 0.1000 Xx 10. 


与 精确 解 相 比较 ,已 准确 到 最 后 一 位 . 
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三 .线性 方程 组 的 性 态 与 条 件数 
先 看 一 个 例子 ,方程 组 
| 122 十 35zy 一 59 
12x, + 35. 001:cs = 59. 001 
的 解 为 +) 二 2， x 二 1. 如 果 由 于 菜 种 原因 ,第 :个 方程 的 系数 发 
生 了 微小 扰动 ,方程 组 变 为 ， 
127 十 35xy 一 59 
人 34. 9997; 一 59. 002 
则 解 将 变 为 二 10.75， zs 一 一 2， 
比较 两 个 方程 组 的 解 避 以 看 出 ,尽管 系数 只 发 生 了 微小 变化 ， 
但 其 解 却 面貌 全 非 . 一 个 实际 问题 化 为 数学 问题 ,再 和 用 计算 机 处 
理 , 常 常会 使 原始 数据 出 现 扰动 .因此 ,原始 数据 的 扰动 对 解 的 昆 
响 便 成 了 -一 个 必须 加 以 研究 的 问题 . 
在 方程 纳 (5.1) 中 , 设 5 关 0. 给 5 一 个 小 扰动 658,(5. 了 的 解 之 
将 得 到 一 个 抗 动 Sr, 苑 有 
4Czr 十 人 rm 一 0 十 刀 ， 
因为 x+ 是 (5.1) 的 解 .所 以 由 上 式 得 


Adxr— do5. 
于 是 
cz 一 4 60， 
| 87 所 A ?Hh 651. 
又 出 
| 
得 到 
上 re (5,. 11) 
1404 4 (5. 12) 


| rl 5 
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上 北 式 表 色 ,川上 的 扰动 54 引起 解 x 的 相对 误 莽 不 超过 的 相对 误 
其 的 上 由 41 14 一 六. 
苛 方 程 组 (5. 1 在 喘 无 扰动 ,而 系数 矩阵 4 有 扰动 54. 则 
(5. 局 的 解 xz 的 扰动 57x 满足 
(4 二 OA (rT) 一 已 


由 此 得 
BT 一 4 084(z 十 Sr)。 
EE 

因此 
6x 罗 | dA 
Taal 5.13) 


这 表明 ,由 4 的 扰动 34 引起 解 x 的 相对 误差 不 起 过 有 的 相对 误 . 
差 的 上 41 37 中 售 . 

在 式 (5.12) 和 (5. 13) 中 起 控制 作用 的 数 都 是 外 4 站 41 ， 
它 反 上 映 了 4 利 方程 组 (65.1) 的 某 种 性 态 . 

定义 5.1 对 非 奇 异 矩 阵 4, 称 外 4 人 1L 4 1 为 4 的 条 件数 ， 
站 为 condA.， 

同一 个 年 阵 在 不 同 的 范 数 下 ,条 件数 可 能 不 同 . 但 是 ,由 于 

i447 | 实 | 44 1 | = EI =1， 

内 此 ,条 件数 总 是 一 个 放大 的 倍数 . 

若 方程 组 (5. 1) 的 系数 矩阵 4 和 丰 端 向 量 妃 问 时 分 别 有 拢 动 
94 和 232, 则 (5.1) 的 解 工 的 扰动 Sz 满足 

(4 十 84)(z 十 fr) 一 0 十 65. 
出 此 得 到 
7=A 6p— A Ar— A Ad., 
于 是 
8xrt 寺 4757661 十 A470 和 8A UI 
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+ 4 一 034IN el. 
阿 边 同时 除 以 | = | ,得 到 
| 上 4 "| |el | aa 


区 到 zl 
+ ahead 
如 果 4-! 中 841 <1, 由 上 式 可 得 
| sz | ea 
Tzh 弛 | 区 | 
再 利用 (5. 11) 式 得 
| 3x | <- condA (4 651 | | 
THzl| Nli~condANSAN/ /TAT Wel TAT 
由 (5. 12) 一 (5. 14) 式 可 知 , 若 条 件数 不 太 大 ,扰动 所 引起 解 的 
_ 相对 误差 一 定 不 大 ; 若 条 件数 很 大 ,扰动 引起 解 的 相对 误差 可 能 很 
大 . 故 系数 矩阵 的 条 件数 反映 了 线性 方程 组 在 求解 方面 的 性 态 . 
定义 5.2 车 方程 给 (5.1) 系 数 抢 阵 4 的 条 件数 相对 较 小 , 则 
称 这 个 方程 组 是 良 杰 的 ;反之 ,车 4 的 条 件数 相对 较 大 , 则 称 方程 
组 是 病态 的 . 同时 称 4 为 (对 解 方程 组 而 言 ) 良 态 矩 阵 或 病 杰 和 矩 


A- +l6al Js | 4-1 eAly. 


在 《5. 14) 


对 于 Hilbert 和 矩阵 

1 1 1 

1 2 3 n 

十 入 二 <， 

五 ,一 | 2 3 和 2 十 1 | ， 
1 于 1 下 
n ee nn 十 2 ?22 一 1 
当 ”一 3 时 , | 五 : 外 -一 关 | 五 下 -一 408,cond- Hs 一 748. 因 


此 ,HH 为 病态 和 阵 ( 相 对 于 解 方程 组 而 言 ) 当天 二 6 时 ,ond。 五 ， 
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和 2.9X107. 随 着 的 增 大 ,万 , 的 条 件数 增长 很 快 . 因此 ,n 越 大 ， 
H, 的 病态 越 严 重 . 

根据 以 上 讨论 ,要 判断 个 矩阵 是 病态 的 述 是 上 良 态 的 ,需要 计 
算 矩 阵 的 条 件数 cond4= 上 4 14 一 1 ,而 计算 47' 常 常 是 很 复 
杂 的 ,在 实际 计算 中 ,如 下 一 些 现象 可 作为 判断 病态 矩阵 的 参考 . 

(1) 若 用 主 元 素 Gauss 消去 法 解 方程 组 (5.1) 时 出 现 小 主 元 
素 , 则 4 可 能 是 病态 的 . 

(2) 若 矩 阵 的 行列 式 值 相对 地 很 小 :或 矩阵 的 基 些 行 或 列 近 
似 地 线性 相关 ,出 矩 阵 有 可 能 是 病态 的 ， 

对 病态 方程 组 ,求解 时 需 十 分 慎重 ,… 般 需 采 用 高 精度 算法 . 


§ 5.2 上 皂 阵 的 三 角 分 解 


一 ,Doolittle 分 解 
顺序 Gauss 消去 法 的 消 元 过 程 ,实质 上 是 用 矩阵 已 ,P:，… 
P,-1 依 次 乘 以 方程 组 (5. 1} 两 边 , 即 
PP oP Ar = PP, -2 Pb, 
而 将 (5. 1) 化 为 上 三 角 方 程 组 
A®zr = b™, 


其 中 


1 
B= » = 2, 一 1 


b+ 
ES dn 1 
本 


第 列 
233 


0 = PP, Ps se Pd, 6" = Pt 2 Dh. 
Wi LP, PhP, eeP) !, UA™, 
则 
4 一 Lu, (5. 15) 
其 中 工 是 单位 下 二 和 角 矩阵 ( 即 主 对 和 角 线 上 元 素 均 为 1 的 下 二 角 生 
阵 ) , 莹 是 上 三 角 矩 阵 ， 
如 果 能 够 采用 某 种 方法 把 4 分 解 为 (5. 15) 式 的 形式 ,代入 方 
程 组 (5. 1) 得 


LUr=b, 
由 此 得 到 
Cr = 1b., 
令 
1 b=y,， 
则 
Ly=4,， 1 《5. 16》 
Ur=y. (5. 17) 


因为 工 足 单位 下 三 角 宕 隆 , 所 以 由 方程 组 (5. 16) 很 容易 求 出 y. 将 
求 得 的 y 代入 方程 组 (5.17). 由 于 UV 是 十 三 角 和 矩阵 ,由 (5.17) 义 
很 容易 求 得 z. 因 此 ,将 矩阵 4 分 解 成 (5. 15) 的 形式 会 给 解 方程 组 
《5.1) 带 来 极 太 的 方便 . 

给 定 n 阶 矩阵 4, 如 果 存 在 一 个 下 三 角 矩 阵 工 与 一 个 上 三 角 
矩阵 忆 , 使 得 4=Z7, 则 称 4 一 ZL 为 4 的 三 角 分 解 . 特别 地 ,当地 
是 单位 下 二 和 角 生 阵 时 , 称 A 二 LU 为 4 的 Doolittle 分 解 .. 

定理 5.1 设 4fla 站 各 及 "是 非 奇 异 此 阵 , 则 4 存在 唯一 的 
0 A bal 

证 明 充分 性 . 用 A 表示 4 的 & 阶 需 序 主子 阵 ， 二 1 ,2， 

n. 出 AN 一 au 天 f， 人 ,可 分 解 为 单位 下 二 角 算 陈 =1 与 非 奇异 上 
二 角 和 矩阵 7 六 一 2 的 乘积 . 设 4uCR<n 一 1]) 可 分 解 为 A 二 LU;, 其 
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中 元 是 大 阶 单位 下 三 角 第 阵 ,D7: 是 4 阶 非 奇异 上 三 角 和 矩阵 . 现 考 
察 4 的 & 十 1 阶 顺序 主子 阵 
| A | 


Aiyniry = 
tkt12(k 41) T 


了 
父 D2 


此 处 向 量 吉 ,x 和 元素 a 都 是 已 知 的 . 令 


tama = [so 4 


则 
Lig = w, prU, = 2 , pr9+t= a, 
由 此 解 得 
g = Liliw , pr = 2 Url,u =a— Arlw, 
记 
ce 
则 


Actyary 一 了 HL 9 
并 且 Lt 是 单位 下 三 角 逢 隆 ， Ui+: 是 非 奇 异 上 三 角 短 阵 . 根据 好 纳 
法 原理 ,存在 单位 下 三 角 和 矩阵 工 和 非 奇 异 上 三 角 和 矩阵 上 ,使 得 
A=A,=1U. 
设 4 有 两 种 Doolittle 分 解 
”A=IV=L*U:, (5.18) 
其 中 工 与 &* 是 单位 下 三 角 矩 阵 ,U 与 U* 是 上 三 角 矩 阵 . 由 于 4 
非 奇 异 , 所 以 上 与 ' 也 是 非 奇异 矩阵 . 由 (5. 18) 式 得 
工读 = UU 
上 式 左 端 是 单位 下 三 角 算 阵 , 右 端 是 上 三 角 和 矩阵 ,从 而 两 端 一 定 都 
是 单位 矩阵 . 因此 ， 


必要 性 . 设 4 存在 唯一 的 Doolittle 分 解 4 二 LU. 将 它 写 成 分 


块 矩 阵 形式 
Aa B, La 0 Ui V, 
二 pj]- 元 wh 0 ee 
其 中 4uy, Zu 与 Lu 分 别 表示 4, 工 与 吕 的 站 阶 哲 序 主子 阵 . 按 分 块 
和 矩阵 的 运算 法 则 ,得 到 
A = LuU wa. 四 
因为 4 非 奇 蜡 , 所 以 "1 与 U 也 都 是 非 奇 异 的 . 于 是 ,由 
det 亏 一 《detLa (detN,) 0 
和 
detU = (detUi)(detW) 天 用 
可 知 ,Lw 与 Cu 都 是 非 奇异 矩阵 . 从 而 4u 也 是 非 奇 异 的 ,4 的 阶 
顺序 主子 式 不 等 于 零 . 由 类 的 任意 性 ,必要 性 得 证 . | 
定义 5-3 设 4=[aiEcCx" ,如果 4 的 元 素 满足 


les > aol， 和 
J 一 1 


ji 
则 称 4 为 行 对 角 占 优 失 阵 . 如 果 4 的 元 素 满足 
lasl> Dlesl, 二 2 


Ji . 
则 称 4 为 严格 行 对 角 占 优 和 矩阵 . 如 果 4" 是 (严格 ) 行 对 角 占 优 甜 
阵 , 则 称 4 为 (严格 ) 列 对 角 占 优 抢 阵 . 
引 理 5.1 如 果 4fa 站 各 以 ”是 严格 行 (或 列 ) 对 角 占 优 年 阵 ， 
则 4 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 
证 明 设 4. 是 奇异 矩阵 , 则 det4=0. 因 此 ,存在 非 零 向 量 x 
一 (ziyzay…yzs)7 使 得 
人 4 工 一 0， 
236 


设 [x;| =max! [x | 了 |x, | 9 | | , 则 工 天 0. 由 

Hil 十 他 j2 十 “ne 十 dt» = 0 

得 l 

laiz;| Se lail EE 委 E23 la . 
局 轴 


于 是 
la;| 和 Set 


这 与 4 严格 行 对 角 占 优 秘 盾 . (如 果 4 是 严格 列 对 角 占 优 算 阵 ,出 
47 是 严格 行 对 角 占 优 和 矩阵 . 由 已 证 结果 知 47 是 非 奇 异 什 阵 , 因 
此 4 是 非 奇 异 矩 阵 . ) 证 毕 . 

由 定理 5. 1 和 引 理 5. 1 易 知 如 下 结论 成 立 . | 

推论 ”如 果 4E 有 “" 是 严格 行 (或 列 ) 对 角 占 优 矩阵 或 4 是 正 
定 矩阵 , 则 4 有 唯一 的 Doolittle 分 钥 ， 

没 A[as]E xx 的 各 阶 顺 序 主 子 阵 都 是 非 奇异 矩阵 ,4 的 
Doolittle 分 解 为 4=LU. 用 已 和 几 分 别 表 示 和 矩阵 也 和 的 元 案 .. 
由 定理 5. 1 的 证 明 可 知 mw 天 0 一 1,2,… 又 由 


QI QI ”CQla 1 yy ls “ln 


Si 当 J < 
ajy=4 . (i = 2,3,.",n), (5.20) 


= 
Slay 十 #4jy 当 j 之 i 
TY 


利用 (5. 19) 式 得 UV 的 第 1 行 元 素 
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we. (5. 21) 
在 (5.20) 的 第 1 式 中 令 j=1 得 工 的 第 1 列 元 素 

fan/un, 7 一 2 3，… ,hn, 《5. 22) 
在 (5.20) 的 第 2 式 中 令 z=2 得 的 第 2 行 元 素 

一 2 一 Pt， 【一 23 7 
再 令 j= 二 2, 由 (5. 20) 的 第 1 式 得 世 的 第 2 列 元 素 
= Calns), Ee 
一 般 地 , 求 出 U 的 前 一 1 行 和 工 的 前 * 一 1 列 元 素 之 后 ;由 下 式 
计算 上 的 第 行 和 LL 的 第 列 元 索 ， 
Wi Ak = J] 二 龙 , 训 十 1 ns 《5. 23) 
:=| 


-1 
ba = an 一 Dnn)，j 一 和 十 1 十 21.n, (5. 24) 
t=1 


由 (5.21) 和 (5. 22) 式 求 得 U 的 第 1 行 和 工 的 第 1 列 元 素 之 
后 ,依次 取 ==2,3,…,n;, 利 用 (5. 23) 和 (5.24) 式 可 求 出 U 的 让 对 
角 线 及 其 上 方 和 工 的 主 对 角 线 下 方 的 全 部 元 素 , 这 也 就 求 出 了 UU 
各 工 . 

在 记录 工 和 0U 的 元 素 时 可 采用 
表 5-1 所 示 的 方式 . 这 种 记录 方式 称 
为 紧 商 招式 . 由 (5.23) 和 (5. 24) 式 可 
以 看 出 ;在 计算 wy 和 4 时 已 不 再 用 么 
的 前 一 1 行 和 前 * 一 1 列 的 元 素 . 因 
此 ,在 计算 机 上 , 当 不 需要 保留 原 矩 阵 
A 时 ,算出 的 工 和 U 的 元 素 可 存放 在 
A 的 相应 的 位 置 上 ;从 而 节省 了 存储 
单元 . 

求 得 4 的 Doolittle 分 解 后 , 便 可 利用 (5. 16) 和 (5. 17}) 式 解 方 
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程 组 (5.1). 设 一 (yy 和 由 (5. 16) 式 得 


; | Yi =6,， 
中 (5. 25) 
| VE 一 入 lei 到 = 2 3 


ft--1 


将 求 得 的 y 代入 (5.17) 式 ,进行 回 代 , 求 得 方程 组 (5, 1) 的 解 


Ts = Va/ Unns 

| = 元 | es De ， 上 =A 一 ln 2 ,1. 

(5. 26) 

比较 (5.21)、(5.23) 式 和 (5.25) 式 可 以 看 出 ,如 果 将 5 放 在 人 

的 右边 作为 第 4 十 1 列 ,在 (5. 21) 和 (5. 23) 式 中 当 j==n 十 1 时 便 求 

得 y 的 各 元 素 . 若 用 紧 潜 格式 记录 ,只 需 在 表 5-1 的 右边 增加 列 
记录 计算 出 的 y. 


例 5.2 设 
1 2 3 4 | 
1 4 9 16 10 
A= ， 了 一 
1 8 27 64 44 
] 18 8] 256 190-_ 
作 4 的 Doolittle 分 解 , 并 
解 方程 组 Ax==b. 表 5-2 
解 将 5 放 在 A 的 1 2 3 4 2 * 第 一 上 
右边 作为 第 5 列 , 计 算出 1|12 6 12 8 < 第 三 步 
紧凑 格式 如 表 5-2. 其 中 1|3|6 24 18 "第 在 步 
第 一 步 用 (621) 式 计算 
第 二 步 用 (5. 22) 式 计算 ， 王 
第 三 ,五 .七 步 用 (5. 23) 式 步 步 步 


计算 ,第 四 ,六 步 用 (5. 24) 
式 计 算 . 4 的 Doolittle 分 解 为 


i 0. 0 ff 2 3 4 
ee 
1 3 1 0|1|I0 0 6 24 
1 7 6 llco oo 24 
等 价 的 上 三 角 方 程 组 为 
2 2 
0 .26 12||lz| ils 
0 0 § 24||x| [i8 


0 0 0 24i|z, 24 
回 代 , 得 方程 组 的 解 x 二 (一 1, 1, 一 1,，1)7, 
二 追赶 法 
如 果 和 4== [Layj€R"*" 的 元 素 满 足 
aij 一 0， 当 ]i 一 升 之 2 时 ， 
则 称 4 是 三 对 角 矩 阵 . 对 应 的 方程 组 (5. 1) 称 为 三 对 角 方 程 组 . 三 
对 角 矩 阵 的 一 般 形式 为 


及 二 | 和 (5, 27) 


dl Fn 一 ] | 
| 
在 某 些 实际 的 数值 计算 中 ,如 建立 二 次 样 条 函数 ,用 差分 法 解 
二 阶 常 微分 方程 组 的 边 值 问 题 等 ,都 要 解 二 对 角 方 程 组 ， 
设 由 (5.27) 式 给 出 的 三 对 角 和 矩阵 4 非 奇 异 ,并 且 4 的 各 阶 顺 
序 主子 阵 都 是 非 奇异 矩阵 . 对 4 作 Doolittle 分 解 4 一 7 利用 
65. 21) 一 (5. 24) 式 得 
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lz 1 i 
EL ， UCU= » 
“ Ca 一 ] 
i 1 了 
其 中 
U1 一 ai 
2 = /ui ， 1 二 2,3,"°" ,7 (5. 28) 


HU,; 一人; 一 diCi_1 ， 1 二 2，3:，… pA 
将 (5.28) 代 入 (5. 25) 和 (5.26) 得 三 对 角 方程 组 4x 二 5 的 求解 公 
式 . ， 


yi 一 已， 
| | (5. 29) 
Vs 二 一 2 1， k= 2,3,,n, . 
i Ta = y./u,, _ 
〈《5. 30) 
zh = — ex): 二 nn 一 1,n—2,.,1. 
上 


利用 公式 (5. 28)~(5. 30) 解 三 对 角 方程 组 的 方法 称 为 追赶 法 . 在 
追赶 法 中 ,计算 wl 一 us 一 /一 … 之 1,>w, 及 yy 的 
过 程 称 为 “ 追 ? 的 过 程 , 计 算 zz， 一 的 过 程 称 为 “ 赶 "的 
过 程 . 
例 5. 3 用 追赶 法 解 三 对 角 方程 组 
2 —1 0 0 1 [za 6 
一 1 3 —2 0 ||z, 
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5 
wa 一 Ls 一 党， A a 
5 
一 也 | 一 了 一 . 一; 
[| 好 1 4 了 4 
Y= b= 6. y; = bz — lz = 4, 


6 . r 
Wb ho 二 名 一 ys 二 福 
赶 的 过 程 为 
i ys /us 二 2， Ta 一 二 (3 — CT) 一 3， 
3 
] 1 Ce 
Te Ee i cas1 一 4， 了 一 一 (《y， 一 CD) == JY。 
Ug 起 


因此 ,方程 组 的 解 为 一 5,zs 一 4 rs 一 3 zy 一 2， 


8$ 5.3 压缩 映射 原理 


设 马 和 和 闫 是 两 个 集合 ,DCX, 映 射 了 7 了 : D 一 X. 若 x*ED 满 
是 7Tz'*==x';, 则 称 x* 是 上 映射 的 不 动 点 . 

例 5.4 设 T: 及 > 中 的 定义 为 :对 任意 rERR,Tr 一 xz. 于 是 ， 
x* 是 工 的 不 动 点 当 莫 仪 当 x' 是 方程 x? 二 zx 的 实 根 ,因此 0 和 1 
是 了 的 不 动 点 . | | 

例 5.5 设 工 : R" 一 RR" 的 定义 为 ;对 任意 +E"， 

Tr=(E—A)zr+eé. 
其 中 AEN**,6E R'EE 是 4 阶 单位 矩阵 .不 难看 出 ,x* 是 了 的 不 
动 点 当 且 仅 当 x* 是 线性 方程 组 
Ar=# 
的 解 ， 

例 5.6 设 了 :Ce 一 Ca 的 定义 为 :对 于 任意 的 ze 

Cla;b], 
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(TX) = zat | KO, xls))ds, tElab] 
其 中 二 辣 : 开 (ft 是 [La:5X 六 上 的 连续 申 数 .于 是 ,zx 是 了 的 
不 动态 当 寺 私 当 xz" 是 积分 方程 
X(t) = zo 十 二 KGyzG))dy， ti E [a,6] 


的 解 ， 
由 以 上 了 个 例子 可 以 看 出 , 某 些 问题 解 的 讨论 可 以 转化 为 映 
射 的 不 动 点 来 研究 . 因此 ,不 动 点 理论 具有 极为 重要 的 意义 . 
定义 5.4 . 设 (X, 必 "全 ) 是 赋 范 线性 空间 ,DCX,T : D>X. 
如 果 存 在 常数 aE [0,1) ,生得 对 一 切 zx,yED, 都 有 
| Txz—Tyl allz—y|; 
峙 称 有 映射 了 是 五 上 的 压缩 映射 ,其 中 a 称 为 压缩 系数 . 
定理 5.2 车 了 T: D->X 是 思 上 的 压缩 映射 , 则 了 T 是 马上 的 
连续 映射 . 
证 明 ”对 任意 xED 和 任意 收敛 十 的 序列 {zr*”;CD, 巾 
ITz®—Tzr| <al zt—zl| -0 
知 Tz 一 Tx, 此 处 a 是 压缩 系数 .因此 个 在 x 点 连续 . 青 由 zx 的 
任意 性 可 知 工 在 D 上 连续 . . 证 毕 . 
”定理 5.3 (Banach 正 缩 肤 射 原理 ) 设 (X, j| .中 ) 是 Banach 
空间 ,DD 是 丈 的 闭 子 集 ,7T : D> 是 了 上 的 压缩 映射 ,T(D)CC 
也 , 则 在 上 存在 唯一 不 动 点 , 即 存 在 唯一 的 x" ED, 满 足 Tx* 


二 还 


证 明 对 任意 rz ED, 由 条件 了 CD)CDD, 可 按 


TD = Tr 一 0,1,2， (5. 31) 
构造 出 D 中 的 一 个 序列 {x”}). 因 为 了 是 压缩 映射 ,所 以 存在 常数 
a€[0,1) ,使 对 一 切记 =1,2,…, 莉 有 ~ 

[| 
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<a | xz 时 一 ze | 
=al TxD— Tx» || 
ef zs 一 人 2 
= ror. 

从 而 ,对 任何 LEAD, 都 有 

上 zt 一 x 中 | z217 一 x 十 zt 
年 十 猎人 一 zz 
<CCotdc1 十 at 十 十 叱 ?下 ze 一 < 


< 二 1xzo 一 zo | (5. 32) 
由 cE[0,1? 及 (5,. 32) 式 可 知 ,{z 史 )} 是 Cauchy 序列 . 又 因为 局 是 
闭 集 ,所 以 存在 2 入 疙 ,使 得 

limz 一 之 *。 
再 利用 了 的 连续 性 得 到 
xX" 一 Timr 一 jim7Tz ™) = Tr". 
这 表明 ,z* 是 了 的 不 动 点 . 
设 六 ED 也 是 工 的 不 动 点 ,由 了 的 焉 缩 性 有 
lz*—y’ = | Tr ~Ty* | al x’ —y* |. 

因为 aE [0,1),; 所 以 由 上 式 得 y" = 二 =z’*. 因 此 ,了 T 在 PD 上 的 不 动 点 
是 唯一 的 . 证 毕 . 


推论 ”在 定理 5.3 的 条 件 下 ,对 任意 x 中 ED, 由 (5,31) 得 到 
的 序列 {zx 中 } 都 收敛 于 工 的 唯一 不 动 点 x' ,并且 有 误差 千 计 式 


a 
| Tx | ia | Tir | (5. 33) 


及 


| ze 一 z* < | zz |， (5. 34) 


证 明 由 定理 5. 3 的 证 明 过 程 知 , {zx 中 } 收 印 于 工 的 唯一 不 
动 点 x*. 在 (5. 32) 式 中 令 /一 00, 得 误差 估计 式 (5. 33). 对 任意 上 


244 


EN 对 有 


et orten | = Tretr-D 7 rte-D | 
Sal te rte sD | =a Tre — Trete-s 
A | TT tp | = art | TT | 3 
于 是 ,对 任意 1EN 有 
上 wt? zz 一 rr +t 人 |] 


十 ，… 十 | TTD zr) | 
所 (g 二 wl 十 十 0) xz 一 -| 
_ a(l—~a 
~ 1-a | 
令 [一 oo0, 得 (5. 34) 式 . 证 毕 . 


$ 5.4” 解 线性 方程 组 的 迭代 法 


在 理论 上 , 直 摇 法 可 以 通过 有 限 步 运算 求 得 方程 组 的 精确 解 . 
但 是 ,在 实际 计算 时 ,由 于 舍 入 误差 的 影响 ,所 得 到 的 解 常常 是 近 
似 解 . 此 外 ,在 利用 计算 机 计算 时 ,由 于 受到 存储 基 的 限制 ,直接 法 
只 适宜 解 阶 数 不 太 高 的 方程 组 . 本 节 将 介绍 的 迭代 法 ,其 基本 思想 
是 利用 某 种 递 推 格式 反复 汉代 构造 一 个 无 穷 序列 ,使 其 收敛 于 方 
程 组 的 解 . 因此 ,迭代 过 程 也 就 是 逐次 逼近 方程 组 解 的 过 程 . 在 实 
际 计算 中 ,利用 迭代 法 解 方程 组 只 能 通过 有 限 次 从 代 求 得 方程 给 
的 近似 解 . 尽管 如 此 ,只 要 递 推 格式 选择 得 好 ,总 可 使 近似 解 达到 
预期 的 精度 要 求 . 类 代 法 与 直接 法 相 比 较 , 它 具有 计算 程序 简单 ， 
占用 存储 单元 少 等 优点 . 因此 ,对 系数 矩阵 是 大 型 ( 阶 数 很 高 ) 的 ， 
特别 是 大 型 稀 酬 ( 非 零 元 素 在 全 部 元 素 中 只 占 很 小 的 比例 ) 的 线性 
方程 组 ,更 适宜 采用 迭代 法 . 

一 . 选 代 法 的 一 般 形 式 及 其 收敛 性 

设 线性 方程 组 (5. 1) 的 系数 矩阵 4 非 奇异 ,从 而 方程 组 有 了 唯 
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| Tr | 人. 


一 解 . 把 4 分 解 成 两 个 矩阵 之 差 
A=B—C, 
其 中 请 是 非 奇 蜡 的 ,代入 (5. 1) 得 等 价 方程 组 ; 
T=Mrtif, 《5. 35) 
其 中 M=B-'C ，f=B8-'%. 
任 取向 其 zwE 及 作为 方程 组 (5.1) 解 的 初始 近似 , 称 为 初始 
向 基 . 校 照 递 推 公式 
el Mr 十 了 下 一 0 1，…， (5. 36) 
产生 一 个 序列 {zx 中}, 称 为 选 代 序 列 ,M 称 为 欠 代 和 矩阵, (5. 36) 式 
称 为 选 代 格式 . 若 {z%) 收 化 于 某 一 向 旦 x E ", 则 称 渴 代 格 式 
(5.36) 收 但 . 显然 ,r' 满足 方程 组 (5.35), 因 而 x 是 方程 组 
(5. 1) 的 解 . 此 时 ,可 取 充 分 大 的 ,用 4“ 作为 方程 组 (5.1) 的 解 的 
近似 值 . 这 种 求 方程 组 (5. 1) 解 的 方法 称 为 迭代 法 . 
只 有 收敛 的 迭代 格式 才 可 用 来 解 线性 方程 组 (5. 1). 壕 代 格式 
的 收 黎 性 主要 取决 于 迭代 矩阵 M 的 性 质 . 
设 zx" ER" 是 方程 组 (5. 1) 的 解 , 则 有 


并 ”一 Mzr* 十 请 
于 是 
二 一 "二 MClzeD r= Mr or) 
一 … 一 Ar oer). 
由 此 得 到 如 下 收 敏 性 定理 


定理 5. 4 先 代 格式 (5. 36) 对 任意 初始 向 量 xm 都 收敛 的 充 
分 必要 条 件 是 
limMt = 0. 


因为 imM' 二 0 的 充分 必要 条 件 是 M 的 谱 兴 径 pC(M)<<1, 所 
以 又 有 下 面 收 剑 定 理 ， 
定理 5. 5 ”大 代 格 式 (5. 36) 对 任意 初始 向 量 zi 都 收敛 的 充 
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分 必要 条 件 是 6(CA4) 反 1. 
设 上 -| 是 RX* 上 的 某 种 范 数 , eM 是 矩阵 放 的 关于 RR 中 范 


数 儿 "上 的 算 子 范 数 ,映射 了 : 型 一 总 为 


了 7 一 AM 了 rz 十 厂 
于 是 ,对 任意 zx,y€ RR" .都 有 
TTz-7y) = Mw HEMI zy 1. 


因此 ,当中 M1 <1 时 ,映射 荆 是 R* 上 的 压缩 映射 ,利用 Banach 
压缩 映射 原理 及 其 推论 ,我 们 得 到 如 下 判断 收 伍 性 及 估计 误差 的 
定理 . 

定理 5.6 设 上 .ii 是 如 上 的 菜 种 范 数 , eM 1 是 矩阵 村 的 
关于 好 中 范 数 |" 的 算 子 范 数 .如果 好 上 <1, 则 法 代 格 式 
(5, 36) 对 任意 初始 向 量 + 都 收敛 于 方程 组 (5.1) 的 解 z* , 且 有 
误差 估计 式 


此 
| Tr* | < 1 rx 1 (5. 37) 
及 
Tx’ | < 一 人 | | TH Tt) | 。 (5, 38) 


由 误差 估计 式 (5. 37) 可 知 ,| M | 意 小 , 送 代 序列 {z"} 收 合 
愈 快 .对 于 预先 给 定 的 精度 要 求 e>0, 可 用 (5. 37) 式 事先 确定 出 
需要 送 代 多 少 次 才能 保证 上 zx 一 z* | <. 

由 误差 估计 式 (5. 38) 可 知 ,在 氨 代 过 程 中 还 可 以 随时 利 朋 
1 zw 一 ze 来 售 计 误差. 例如 , 若 已 知 ia | 一 "对 于 和 


给 定 的 精度 要 求 >>0, 当 zt 中 一 +40 了 H<e 时 ,有 上 xz 中 一 zx* | 
人 并 取 z” 作 为 方程 组 (5， 全 
二 、Jacobi 迭代 法 
设 方程 组 (5. 1) 的 系数 矩阵 4 的 元 素 满 足 a E01=] ,2,":, 
A 把 和 4 分 很 为 
pr 
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其 中 也 =diag (an va，…am); 一 了 是 严格 下 三 角 和 矩阵 ( 主 对 角 线 
及 其 上 方 元 素 皆 为 0), 主 对 角 线 下 方 元 素 是 4 的 对 应 元 素 ; 一 己 
是 严格 上 三 角 上 矩阵 ( 主 对 角 线 及 其 下 方 元 素 皆 为 0) , 主 对 角 线 上 
方 元 素 是 .4 的 对 应 元 素 . 代入 方程 组 (5. 1) ,得 等 价 方程 组 
Dzx=(L+U)z+6. 
由 于 DD 可逆 ,方程 组 又 可 写成 
z=D "i(L+U)r+D 6. 
据 此 得 到 一 个 迭代 格式 
reo=D (L+H +D ',. (5. 39) 
称 之 为 Jacobi 迭代 格式 . 由 它 所 确定 的 近代 法 称 为 Jacobi 和 迭代 
法 ,其 迭代 答 阵 
M=D '(L+U)=D (DD—A) 
称 为 Jacobi 闪 代 矩阵 . 
设 zm = (zz …,zw)7, 有 一 0,1,-… 因为 选 代 格 式 
(5. 39) 即 为 
r=D (DA ， 


而 . 
a ee 
eg A "aza | 
所 以 Jacobi 迭代 格式 的 分 量 形式 为 
PY 二 直 ee EC ae 
wtD Sl 2 十 6:] 9 二 1 ,2， a (5. 40) 
jf 


. Jacobi 近代 格式 是 以 M==D-1(IL 十 UU) 为 迭代 矩阵 的 迄 代 格 
式 . 关于 一 般 迭 代 格 式 的 收 但 定理 (定理 5.4,5.5,5.6) 对 Jacobi 
选 代 格式 都 是 适用 的 ,中 此 之 外 ,这 里 再 给 出 一 个 收 剑 定理 . 

. 定理 5.7 如 果 AA 是 严格 行 (或 列 ) 对 角 占 优 矩 阵 , 则 Jacobi 
迭代 格式 收 笋 - 
证 明 由 4 严格 行 对 角 占 优 可 知 
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3 < 人 1， i 二 1,2,°* ,7n. 
#1 
Ji 
n a 
ml = mx 2 | 
js 


”由 定理 5. 6,Jacobi 选 代 格式 收敛 . 类 似 地 可 证 明 4 是 严格 列 对 角 
占 优 的 情形 . 证 毕 . 
例 5.7 用 Jacobi 和 迭代 法 解 方程 组 上 
64zrl 一 3x; 一 zs 一 14 
27] 一 90Xx: 十 Ti 一 一 5 ， 
2 十 zz 十 40rs 一 20 
当 ‖」 zz 一 2 有 -< 委 10- 时 终止 迭代 ， 
解 ”因为 方程 组 的 系数 矩阵 严格 行 对 角 占 优 ,所 以 Jacobi 沁 
代 格 式 收 合 . 利用 (5. 40) 式 得 | 


THLD = 3x 十 TH 十 14》 


< 1， 


~ 


人 一 27 十 z 呈 十 5) 


工 妈 + 四 击 ( 一 XT) 人 人 十 20) 


取 初 始 向 量 中 = (0,0,0)z7, 选 代 5 次 得 数据 如 下 表 . 


所 以 ,方程 组 的 近似 解 为 
2Z1 一 0. 229547， zz = 0.066130， xs = 0.492608.. 
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应 该 指出 ,改变 方程 组 中 方程 或 未 知 量 的 排列 顺序 ,虽然 并 不 
攻 变 方程 组 的 解 ,但 有 时 会 改变 迭代 格式 的 收 数 性 . 例如 ,对 于 方 
程 组 
0- 5xzt 十 并 一 一 0.5 
ne | 
其 Jacobi 迭代 和 矩 阵 
M =D (DA) 
2 "0 0 一 1 二 一 2 
-|。 由 0 |-[ 0 | 
PCM) = 二 2. 所 以 ,Jacobi 进 代 格式 
XH = 2(— rH 一 0.5) ， 
L $+ = 2(— zx + 0.5) 
不 收 全 如 果 改 变 方 程 组 中 两 个 方程 的 排列 顺序 ,得 
Xi 十 0. 57， 一 0.5 和 
9 5z; 十 一 一 0.5” 
系数 所 阵 严格 行 对 角 占 优 ,因此 由 它 写 出 的 Jacebi 迭代 格式 


od 二 一 0, 5 之 多 十 0, 3 
一 0. 5 Ee 3 
是 收敛 的 . 
三 ,Seidel 述 代 法 


Seidcl 迭代 格式 是 Jacobi 迭代 格式 的 变形 ,上 且 的 在 于 提高 收 
化 速度 . 按照 Jacobi 和 迭代 格式 ,在 进行 第 上 十 1 次 达 代 时 是 用 9 
的 全 部 分 晤 来 计算 xz“ 的 各 个 分 量 . 实际 上 ,在 计算 z“* ?的 第 
个 分 量 rubGm>1) 时 ,zetD 的 前 zi 一 1 个 分 量 rtD yzgt+tDe， 
x1 已 经 算出 .一 般 来 说 ,它们 比 xz 所 ,xz 只 ,zxz 扩 更 接近 精确 解 
Zz" 的 前 ;一 1 个 分 量 好 zydz 而 用 二 HtD ret 时 
及 时 取代 zi” ,zz 参与 选 代 会 得 到 更 好 的 通 近 z* 的 效 
玉 . 根据 这 种 想法 ,将 Jacobi 述 代 格式 (5. 40) 修 改 成 
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se > a 一 TE fl, 
C5.41) 

称 之 为 Seidel 迁 代 格式 ,1 由 它 所 涌 定 的 送 代 法 浆 为 Seidel 适 代 法 . 
为 了 分 析 Seidel 六 代 格式 的 收敛 华 ， 需要 确定 出 迭代 格式 


- (5. ee 为 此 ,将 65.41) 式 改写 为 
artta 十 3 t+ 一 一 bp3 Xb 127 


其 短 阵 形式 为 
(D 一 FrzetrbD 一 Dr 十 6 
Re 工 和 U 的 意义 如 前 所 述 . 因为 几 天 0 一 1 2 所 以 
是 非 奇 异 惩 阵 ， 上 式 义 可 写成 
zDD— LL) Ux DD—L) -ib. (5. 42) 
这 便 是 Seidel 迭代 格式 的 矩阵 形式 ,大 代 矩阵 
M= (Dp— -1 
称 为 Seidel 壕 代 和 矩阵 . 
关于 一 般 廷 代 格式 的 收 化 定理 ( 定 = 理 5.4,5.5,5.6) 对 5 
迭代 格式 都 是 适用 的 . 此 处 再 给 出 两 个 收 伍 定 理 ， 
定理 5.8 如 果 4 是 :严格 行 (或 列 ) 对 角 占 优 和 矩阵 ， 则 Seidel 
适 代 格式 收 化 ， 
证 明 设 Seidel 选 代 格式 不 收 仇 ,由 定理 5.5,Seidel 迭代 逢 
阵 戏 的 谱 半 径 pCM) 实 1. 因此 ,MM 必 有 一 个 特征 值 4 满足 | 之 1 
因为 
他 一 M 一 Mi 一 CD 一 了 ) -7 
= MD 一 (CD 一 工 一 于 U)， 
所 专 


det CE—M)—Xdet (DL) 。 det(D 一 L 一 人 7) 


本 aAf) 一 00 和 det(D 一 =- 1 天 0 得 
det《D— —L—30)=0. 


而 由 4 Pe 可 知 (D 一 上 一 二 U) 仍 是 
严格 行 (或 列 ?对 角 占 优 短 阵 . 因此 
det (DC— L—3U)#0, 


得 出 矛盾 . 所 以 ,Seidel 选 代 格式 收敛 . 证 毕 ， 
定理 5.9 如 果 4 是 正定 矩阵 , 则 Seidel 达 代 格式 收敛 ， 
证 明 由 如 正定 知 ,aj>0;i 二 1,2;…,n. 从 而 ,DD 也 是 正定 矩 

阵 , 吃 一 工 是 非 奇 异 矩 阵 . 又 由 4 对 称 知 ,UL", 从 而 迭代 拒 阵 

M= (DL) -LT. 
设 4 是 邓 的 任 一 特征 值 ,> 是 对 应 的 特征 问 量 , 则 
DD Ly=Ay. 
于 是 Ly=AD—L)y. (5. 43) 
而 由 4 二 D 一 L 一 L7 得 
[= 一 A+D-L= 讨 (一 A+D-L+17) 
及 
Dp-L=A+L'=3(4+D-L+L"), 


代入 (5.43) 式 ,并 用 y* 左 乘 等 式 两 边 得 
yA+D—L+L y=Ayt (A+D—L+L')y. (5. 44) 
由 和 与 D 正 定 及 y 关 0 得 | 
| yAy=a>0,， yDy=d>0. 
设 ?1 一 oa 十 床 , 则 y*L7Ty 二 oa 一朗. 于 是 ,由 (C5. 44) 式 得 
二 2 十 4 一 25 
a+ad—2fi ° 
因 浪 | 一 a 十 d | 之 la 十 d1, 所 以 由 上 式 得 |4|< 过 1. 根据 4 的 任意 性 ， 
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得 到 pCM) 过 1. 因此 ,Seidel 迭代 格式 收 伍 . 证 毕 . 
例 5.8 用 Seidel 迭代 法 解 例 5. 7 的 方程 组 . 
和 解 Seidel 近代 格式 次 
人 = 言 (3z 十 EA 十 14) 


让 站 = 而 (2 十 LH 十 5) 
ee 一 志 ( 一 i Xt 十 20) 


取 初 始 向 量 z" = (0,0,0)" 进行 迭代 . 按照 当 |‖z 史 一 ze ~- 科 
10- 时 终止 迭代 的 要 求 , 只 需 迭 代 4 次 .数据 见 下 表 . 
一 般 来 说 ,应 用 Jacobi 迭代 法 及 Seidel 迭代 法 解 同一 个 线性 
方程 组 时 ,在 两 种 迭代 格式 都 收敛 的 情况 下 ,后 者 收 伍 速 麻 要 比 前 
者 快 些 .但 是 应 该 指出 的 是 ,Jacobi 迭代 格式 收 伍 不 能 保证 Seidel 
交代 格式 也 收 傅 .因此 ,不 能 绝对 地 说 Seidel 六 人民 格式 优 于 Jacobi 
迭代 格式 . 在 计算 机 上 应 用 Jacobi 迭代 格式 时 ,需要 两 组 存储 单 
元 ,用 以 存放 相 廓 两 次 选 代 结 果 xz 中 和 x*19, 而 用 Seidel 先 代 格 
式 时 ， 求 得 T+ 之 后 就 不 再 需要 工人 有 机 了 可 让 Xt 冲 掉 zw yy 因 
ER 组 存储 单元 . 这 是 Seidel 迭代 格式 的 又 一 个 优点 ， 

.SOR 迭代 法 

为 了 提高 收敛 速度 ,关于 Seidel 迭代 格式 的 一 种 改进 是 下 面 
的 法 代 一 校正 格式 :: 


i—1 认 
) 
E+D 一 二 二 aa 人 人 oh 于 已 | 
. i=1 ， f=i+1 


人 Em 
IT wtAtD 十 《1 Oo wr 2 


(5.45) 
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适当 选择 参数 w, 可 以 改善 选 代 床 列 :>e9)} 的 收 伍 速度 . 当 w=1 
时 , 迁 代 格式 (5. 45) 就 是 Seidel 迭代 格式 . 

将 (5, 45) 的 前 式 代入 后 式 得 

二 < > 人 
1 二 1]， 2 yn (5. 46) 

这 个 迭代 格式 称 为 逐次 超 松 驰 迁 代 格 式 , 简 称 为 SOR (Successive 
Over 一 Relaxration) 述 代 格 式 , 其 中 ww 称 为 松 驰 因子 . 

由 《5. 46) 式 得 


da 一 Dez 六 十 地 ， 


i=1 


i = 1,2, 
写成 矩阵 形式 为 
CD—wI)zr Y= Cw D+FoUVIr® tw, 
其 中 DD, 工 和 U 如 前 所 述 ,于 是 得 到 
zt Mr a D—wL) 1. 《5. 47) 
这 便 是 SOR 送 代 格式 的 矩阵 形式 ,其 中 壕 代 算 阵 
M= (D— ww D+oU). 8 
对 于 SOR 壕 代 格式 ,收敛 定理 5,4,5.5,5.6 人 下 面 
再 给 出 两 个 收敛 性 定理 . 
定理 5.10 车 SOR 迭代 格式 (5. 47) 收 敏 , 则 松 驰 因子 wE 
(0,2). | 
证 明 对 于 SOR 选 代 格式 的 选 代 托 阵 M, 有 
detM =dettD—wt)-! » det[ (1—w) D+wU) 
~—detD.'* detC(1—o)D]=(—w)", 
设 4.,… ,为 是 MM 的 特征 值 , 则 


detM= 机 所 
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从 而 
pM) > | IT 1)" = I1— wl. 
因为 迭代 格式 收 人 钱 ,pCM) 过 1, 所 以 由 上 式 得 
0< 虽 < 玫 2. 证 毕 . 
定理 5.11 若 4 是 正定 矩阵 , 则 SOR 选 代 格式 (5. 47) 收 敛 
的 充分 必要 条 件 是 w€ (0,2). 
”必要 性 由 定理 5. 10 可 得 ,充分 性 的 证 明 可 采用 定理 5. 9 的 证 
明 方 法 完成 . 
例 5.9 用 SOR 迭代 法 , 取 w=1.25, 解 方程 组 
47i 十 37X; 一 24 
321 十 4z 一 23 = 二 30. 


一 了 小 47 一 一 24 
解 SOR 迁 代 格式 为 
ztD 一 一 0.25zx 信 一 0.9375z 和 o 十 7.5 
zep+D 一 一 0.9375xzffD 一 0. 25z 多 十 0.3125zg 十 9. 375 . 
了 二 0 


取 x™“==(1,1,1)", 适 代 ? 次 ,所 得 结果 见 下 表 . 


EE 
3. 6585266 一 4.6004238 
4. C102646 ~ 5. 0966864 


2. 9570513 4. C074838 一 4.9734897 . 
3. 6037211 4. 0029250 一 5.0057135 


2. 9963275 4. 0009262 4.9982822 
3.0000498 4. 0002586 一 4.0003486 


若 取 w 二 1, 凤 用 Seidel 和 多 代 法 ,迭代 7 次 得 到 
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(zf = 3.0134110 
» 一 3.9888241 
zi 一 一 5.0027940 
方程 组 的 精确 解 是 z*=(3,4, 一 5)7. 比较 以 上 结果 可 以 看 出 , 取 
ww 二 1. 25 的 SOR 村 代 法 要 比 Seidel 迭代 法 收 钱 得 快 . 事实 上 , 继 
续 克 代 下 去 ,要 达到 七 位 小 数 的 近似 值 ,Seidel 进 代 法 要 秋 代 34 
次 ,而 取 w=1. 25 的 SOR 村民 法 内 需 兴 代 14 次 . 
由 以 上 例题 可 以 看 出 , 松 驰 因子 w 对 SOR 法 代 法 的 收敛 速度 
有 重大 影响 ,因此 沉 要 探讨 如 何 确定 最 优 的 松 驰 因子 问题 . 在 某 些 
特殊 情况 下 已 有 一 些 理 论 分 析 的 结果 . 这 里 只 对 一 种 十 分 特殊 的 
情形 列 出 结论 . 
定理 5. 12 如 果 方 程 组 (5. 1 的 系数 矩阵 4 是 二 对 角 正 定 抵 
阵 , Mi 和 M; 分 别 是 方程 组 (5.1) 的 Jacobi 迭代 矩阵 和 Seidel 闪 
代 和 矩阵 , 则 p(ad) 一 Co(Cad)]:<1, 且 SOR 迭代 法 中 的 松 驰 因子 wm 
的 最 优 值 为 
2 
: 1+ V1—p(M;) 
此 时 SOR 迭代 和 矩阵 M 的 谱 半 径 P(M1) 一 
例 5. 10 对 于 例 5. 9 的 方程 组 ， pe 


4 3 0 
和 一 |3 4 一 于 全 
0 一 荆 4 


不 难看 出 , 它 是 三 对 角 正 定 矩阵 .其 Jacobi 迁 代 矩阵 


Copr 


0 — 0.75 0 
Ai = Di(L + UVU) = - 人 了 0 | 
0 0. 25 0 
从 而 
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det (AE— M)=A(XA—0, 625), 
pM)= v0. 625~0, 790. 
根据 定理 5. 12 得 Seidel 过 代 和 矩阵 M; 的 谱 半 径 和 最 优 松 驰 因子 
an 分别 为 
pCM,)=0. 625, 


et 24， 
1 十 Y1 一 0. 625 


一 般 情况 下 ,ww 难以 预先 确定 . 在 实际 计算 时 ,可 采用 试 算 的 
方法 ,选择 较 好 的 松 驰 因子 . 从 同一 初始 向 基 出 发 ,在 (0,2? 上 取 两 
个 不 同 的 松 驰 因 子 , 迭 代 相 同 的 次 数 , 比较 残余 向 量 r 记 一 2 一 
4zr% ,保留 使 |” | 较 小 的 松 驰 因子 . 这 种 方法 既 简 单 又 有 效 . 


8$5.5 非 线性 方程 组 迭代 法 的 一 般 理论 


一 ,简单 和 迭代 格式 及 其 适 定性 
考虑 非 线性 方程 组 
F(z) 一 0， (5. 48) 
其 中 下 : D>R" ,而 DCR". 解 方程 组 (5. 48), 即 求 x* & DD, 使 得 
Flz"*) 一 0, 将 方程 组 (5. 48) 写 成 某 种 等 价 形式 


r= Gr). (5. 49) 
取 z' 的 初始 近似 xz, 称 为 初始 向 量 , 按 照 递 推 公式 
ul 一 Cr)， 天 一 0 和 1，…， (5. 50) 


产生 一 个 序列 {x 中}, 称 为 达 代 序列 .G : DR" 称 为 迭代 算 子 ， 
《5. 50) 式 称 为 简单 选 代 格 式 , 以 下 简称 迭代 格式 . 车 {xz 路} 收敛 于 
方程 组 (5. 49) 的 解 , 则 称 兴 代 格 式 (5. 50) 收 敏 , 此 时 可 取 充 分 大 的 
,用 x 中 作为 方程 组 (5. 49) 解 的 近似 值 . 这 种 求 方程 组 解 的 方法 
称 为 简单 迭代 法 . 
对 于 给 定 的 方程 组 (5. 48) ,一 般 可 用 多 种 途径 构造 迭代 格式 ， 
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即 订 选择 不 同 的 选 代 算 子 G. 其 中 最 简单 的 是 最 人 各 全 人 十 
7 然而, 如果 必 选 树 不 当 , 给 定 x 中 ED 之 后 ,证 能 硫 代 到 某 - 步 
会 出 现 G(zx) 太 也 ,这 将 使 达 代 元 法 继续 进行 . 

定义 5.5 如 果 对 任意 取 定 的 初始 近似 xz"EPD, 按 (5.50) 生 
成 的 近代 序列 {zx 中) 满足 zx 中 ED, 庆 =0,1.…, 则 称 送 代 格式 
(5. 50) 是 适 定 的 . 

例 5.11 考虑 方程 


.Ye 一 1 一 0. 四 
将 方程 改写 成 
取 初始 近似 ro 一 0.5 和 这 代 格式 
TU4D 一 cz， k=0,],**， 
经 20 次 迭代 得 数据 如 下 表 . 


0. 56486 


Q. 56844 


D0. 57970 | 0.5664] 


0. 56006 0.56756 


0. 57i17 ， 0. 56691 


取 工 "9 二 0, 56714 为 方程 近似 解 . 
还 可 将 方程 改写 为 另 一 -种 形式 
| : X= ~lnz. 
仍 取 初始 近似 x=0,5, 而 迄 代 格式 取 为 
T+ 一 In ze 
选 代 4 次 得 xz9 一 一 0.00371<0, 跳 出 了 lnz 的 定义 域 ,迭代 不 能 
继续 进行 . 这 个 选 代 格 式 是 不 适 定 的 . 
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二 、. 迁 代 格式 鸭 收 效 性 与 收敛 阶 
为 了 用 壕 代 法 求 得 方程 组 (5.48) 的 解 或 解 的 近似 值 ,除了 要 
求 竟 代 格 式 拓 定之 外 ,还 要 求 伙 代 格式 收 合 . 迁 代 格式 的 收敛 性 主 
要 也 取决 迭代 算 子 的 性 质 . 由 于 方程 组 (5. 49) 的 解 即 为 迭代 算 子 
G 的 不 动 点 ,因此 可 借助 于 不 动 点 理论 研究 迭代 格式 的 收 全 性 . 根 
据 定理 5.3 及 其 推论 ,得 到 如 下 判断 迭代 格式 (5. 50) 收 傅 性 及 溃 
差 信 计 的 定理 . , 
定理 5.13 设 记 是 说 中 的 闭 集 ,G : D 一 RR' 是 万 上 的 应 缩 
映射 , 压 织 系 数 为 a, 且 GCD)CD. 则 G 有 唯一 不 动 点 xz' ED, 和 迭 
代 格 式 (5. 50) 适 定 , 且 对 任意 初始 向 量 zx“*ED, 由 (5. 50) 式 生成 
的 迭代 序列 {zx 中}) 软 人 钙 十 x" ;此 外 ,误差 估计 式 (5.33) 和 (5. 34) 式 
成 立 . 
应 用 迭代 法 解 非 线性 方程 组 ,为 了 保证 欠 代 属 式 的 适 定 性 与 
收 合 性 ,初始 向 量 的 选择 也 十 分 重要 . 
定义 5.6 设 x* ED 是 6G: DW 的 不 动 点 ,车 存 在 开 球 
Blr*,6)={z| | ro—zx’ |<<}, | 
使 得 对 任意 x"E BC(z' ,6), 按 遂 代 格式 (5. 50)? 生 成 的 迭代 序列 
{t CD, 旦 收 敏 于 z", 则 称 选 代 格 式 (5. 50) 在 xz* 附近 具有 局 
部 收效 性 . 
下 面 是 两 个 关于 迭代 格式 (5. 50) 局 部 收 敏 性 的 定理 . 
定理 5.14 设 x"ED 是 G :D>R" 的 不 动 点 , 若 存 在 开 球 
B(z DCD 及 aeE[0,1), 使 得 对 任意 zxEB(zr' ,6) 都 有 
ToCr)—z’ | Ra | xz 一 到 ， (5. 51) 
则 对 任意 初始 向 量 z*E B(x* ,6), 按 迭代 格式 (5.50) 生 成 的 迭 
代 序 列 {zf 中 }CBCz' ,0) ,上 昌 收 你 于 x*. | 
证 明 假设 xEB(z' ,8), 由 (5.51) 式 得 
xoz’ = Gr ox | Ral 2% ox | <6, 
因此 x ?EB(z* ,86). 注 意 到 xz“EB(r* ,6) ,根据 归纳 法 原理 得 
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{Tz})CBCr" 39). 利用 (5. 51) 式 逐次 递 推 可 得 
| z 史 一 六 | aalzr® oz. 
再 由 a€ [0,1) 得 到 
limz® 一 工 * 证 毕 . 


定理 5.15 设 x"ED 是 G: D>R" 的 不 动 点 , 若 存 在 x” 的 
邻 域 B(zx* ,66) 己 D, 使 得 在 BCx" ,4) 内 G(rz) 连 续 可 微 , 且 
GCrx*) | 过 1, 则 存在 开 球 Btz' ,9)CB(z ,60) ,使 得 对 任意 
初始 向 量 x 中 EB(z' ,6), 按 迭代 格式 (5.50) 生 成 的 迭代 序列 
{IT}CB(Cr* ,0), 且 收 印 于 江 *. 

证 明 由 很 设 条 件 ,存在 <E [0,1) 各 开 球 B(x*,6)CC 
Blzr* ,60) ,使 得 对 一 切 zE BCx' ,人 9) 都 有 

| Cr) | Rei. 

设 GCz)= 一 (gifz)yeygozr))7z 一 (rz 对 任意 一 
《zi TT EB(z' ,0), 由 多 元 消 数 Taylor 公式 有 


2 ) i (§,) 


gi(X)—gi(r’* )= 一 2 ) 十 … 二 (TT— Ts 


其 中 5&= (1 一 98)x* i bE (0,1), ee 
阵 形式 为 


ag1(é,) Pe dg1(6€) TX 
ari Ar, 
G(X) — G(T*) = : : 
dg (é,) 村 apg,(6.) 
ar ar, Ty 
于 是 


G(r) 一 工 | = LS G(r*) | - 
| 驰名 1z 一 zz 1 


< 
j=1 
allzr— zx’ | 
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再 应 用 定理 5. 14 便 得 到 本 定理 的 结论 ， 证 毕 . 
评价 送 代 格式 优 劣 的 重要 标志 之 一 是 收 傅 速 度 ,通常 用 如 下 
定义 的 收敛 阶 刻 划 收 但 速度 . 
定义 5.7 设 向 量 序列 {x 中) 收敛 于 zx' ,车 存在 jp 之 1 和 a>>> 
0, 使 得 当 kzk, 时 
| zetn or | Sa | x —x" 7, (5. 52) 
则 称 {z 中 } 至 少 p 阶 收 雍 . 当 pp 二 1 而 a€ (00,1) 时 称 {x 中 }) 至 少 线 
性 收敛 . 当 p=2 时 称 {z%)} 至 少 平方 收效 . 如 果 对 一 切 p 志 po， 
《5.52) 式 成 立 , 而 对 一 切 p 之 po,(5.52) 式 不 成 立 , 则 称 {z 中 ;是 如 
阶 收效 的 . 如 果 当 =k, 时 工 中 =z' 成 立 , 或 
lim | Tl LE x | 
tm zz |z 
则 称 {z 中 } 是 超 p 阶 收 襄 的 , 当 p= 二 1 时 称 {z} 超 线性 收 伍 , 当 记 
一 2 时 称 {z2 )} 超 平方 收 钱 . 
由 不 等 式 (5. 51) 可 知 ,在 定理 5. 14 或 定理 5. 15 的 假设 下 , 按 
迭代 格式 (5. 50) 生 成 的 迭代 序列 至 少 是 线性 收敛 的 . 
局 部 收敛 性 要 求 在 不 动 点 附近 选取 初始 向 景 . 然而 ,对 于 一 个 
有 具体 的 形 如 (5.- 49) 的 方程 组 ,不 动 点 是 否 存在 ;大致 在 什么 范围 存 
在 ,往往 并 不 清楚 ， 这 就 给 初始 向 量 的 选取 带 来 了 困难 . 从 实用 和 角 
度 来 说 ,对 大 范围 收敛 性 的 研究 更 为 有 意义 . 所 谓 大 范围 收敛 性 ， 
指 的 是 在 求解 区 域 上 任意 选取 初始 向 量 ,迭代 序列 都 收 敏 . 为 了 保 
证 大 范围 的 收敛 性 ,迭代 算 子 应 具有 某 些 特殊 性 质 . 
对 于 R" 中 的 两 个 向 量 
工 一 《loan》 了 一 (yy yn) , 


— 0, 


如 果 
TRY 1= 12 ns 
则 称 z 与 y 在 自然 编 序 下 是 可 比较 的 ,并 记 为 xsy 
对 于 遇 ' 中 的 序列 {x 中} ,如 果 满 足 
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zr, 万 二 0,] 2, ， 
则 称 {z*} 是 单调 增 序 列 ;如 果 满 足 
XD > rt, 下 二 0 1 2 
则 称 {z2} 是 单调 减 序列 . 
设 z,yE RR 满足 > 委 y 记 
[Czy] = {él EE y}, 
并 称 为 有 序 区 间 . 
设 G: DR",DCR. 若 对 任意 Xx,yED 且 x 二 y 都 有 Gz) 
之 G(y), 则 称 G 在 D 上 保 序 . 
设 G:D=R’ 是 D 上 的 保 序 算 子 ， 有 序 区 间 [zx a 
是 Grr ,Gy Ly, {Zz 中 } 和 和 {vy 中 } 分 别 是 以 zc 和 yy 
为 初始 向 量 按 从 代 格 式 (5. 50) 生 成 的 迭代 序列 , 则 有 如 下 结论 . 
定理 5.16 {zx} 和 {y 中 } 都 在 Cr ,y] 上 收敛 , 即 存在 
T'sy “所 [ren ， yo ， 使 得 . 


limx* = zx*, limy* = y’*, 


和 一 co 一 oo 


目 x "和 yy*. ,如 果 忆 在 D 上 又 是 连续 的 ， 则 2z* 和 yy’ 都 是 G 的 不 动 
点 ,上 且 6G 在 Cz@,yo] 上 的 不 动 点 都 落 在 Cz* ,y“] 上 . 
证 明 由 GG 的 积压 侍 ， G(r®)FrY ,0H EY 和 和 0 < 


yw 得 
ri 之 ZX) 和 yo yo, 
TD=G(r OCG) = y ) 
设 对 菜 个 he 条 有 
7 宕 一 2 ?人 < 去 了 人 “1) . TI) < 去 yb 《5。 53) 
则 


Tt) — GT) 宕 GrrD) = 人 人 
yD y EG N= yD, 
六 人 D 一 CCzDJ<G(ye ) 一 yn ， 
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于 是 ,根据 归纳 法 原理 ,(5.53) 式 对 一 切 &E 对 都 成 立 . 因此 ， 
{z2} 是 单调 增 序列 ,{y 呈 } 是 单调 减 序列 , 旦 
xz <， = 0,1,2,. 
设 z 史 和 2 分别 是 x 人 和 yy 中 的 第 7 个 分 晤 ,7 二 1,2,… sy 则 
{zx} 是 单 增 以 yf0 为 上 界 的 数列 , {3 ) 是 单 碱 以 z? 为 下 界 的 
数列 , 旦 

T 扫 JW， 一 0,1,2，…， 


由 单调 有 界 准 则 ,存在 实数 六 和 y* ,使 得 


limz 多 ne limy* es, 
且 < ye yo 记 
站” 一 (TF TT) y= Cyr ?V2 办 
则 有 z 
limz* =— zx*, limy* = y",， 


且 pl. 

如 果 G 在 马上 连续 ,在 式 

ZED ~ Gr), yiD = OV) 
中 令 & 一 co 得 
i CO 

因此 ,z" 和 yy'* 都 是 GG 的 不 动 点 . 

设 z*E Cr 中,y9] 是 G 的 一 个 不 动 点 ,由 rss sy， 利 
用 归纳 法 易 证 


令 A->co 得 


有 即 z "EC[z* yy 证 些 . 

根据 定理 5. 16, 若 如 是 保 序 算 子 ,只 划 能 在 DD 中 找到 满足 定 

理 条 件 的 黄 个 点 了 0 和 yo 无论 以 还 是 以 yy 作为 初始 向 巧 ， 
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用 和 送 代 格式 (5. 50) 生 成 的 的 迭代 序列 都 必 收敛 于 方程 组 (5. 49) 的 
所 8 


3 5.6 解 非 线性 方程 组 的 Newton 法 


一 .Newton 格式 
Newton 法 是 根据 对 非 线 性 方程 组 逐次 线性 化 的 思想 建立 起 
来 的 一 种 迭代 法 . 
设 z" ED 是 方程 组 (5. 48) 的 解 ,x”ED 是 近似 解 .车 F(x) 
在 zx 中 附近 可 微 , 则 在 x 中 附近 可 将 R(x) 线性 化 为 | 
FTIF rE) FF )( 工 一 工人 ) 
关 此 ,在 xz“ 附近 方程 组 (5. 48) 近 似 地 简化 成 线性 方程 组 


FCO TF Cr Cr rx)—=0. (5, 54) 
当 F'(z 中 ) 非 奇异 时 ,方程 组 (5. 54) 存 在 唯一 解 ; 记 其 为 r*1?. 因 
此 ,得 到 

T= F(A) Fr ), 《5. 55) 


这 是 一 个 迭代 格式 , 称 为 Newton 格式 或 Newton 公式 . 
在 Newton 格式 中 ,含有 [LF'Cx* 2 为 了 避免 求 逆 矩阵 的 
运算 ,将 (5. 55) 式 改写 为 
六 + 二 和 十 yy 
a 
称 其 为 实用 Newton 格式 . 实用 Newton 格式 通过 解 线 性 方程 组 求 
出 y ,避免 了 求 F(z 中 ) 的 道 答 阵 ， 
对 于 一 元 非 线 性 方程 
f(r)=0, (5.57) 


(5.56) 


Newton 格式 为 


(xr) 
IRD f 


f(r) 
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在 xy 平面 上 ,方程 65.57)? 的 解 是 
曲线 ?= jz) 与 工 轴 交点 的 横 坐 
标 , 而 zx" 是 曲线 y= 二 f(z) 在 点 
PiCz ,f(z 中)) 处 的 切线 与 x 轴 
交点 的 横 坐 标 . 因此 ,迭代 过 程 是 逐 
次 以 切线 代替 曲线 ,用 切线 与 x+ 轴 
交点 的 模 坐 标 x 中 带 近 曲线 与 x 轴 
交点 的 横 坐 标 z "的 过 程 ,如 图 5 一 
工 所 示 . 所 以 ,Newton 法 又 称 为 切 
二 ,局 部 收效 定理 

定 埋 5.17 设 x" ED 是 方程 组 (5.48) 的 解 ,F(x) 在 开 球 
Blx" ,6o)C 计 D 上 连续 可 微 , 且 F'(z*) 非 奇异 , 则 存在 开 球 
B(x ,6)CB(z* ,60) ,使 得 对 任意 初始 向 量 xz”E Bir* ,5), 按 
Newton 格式 (5. 55) 生 成 的 迭代 序列 {xz}CB(z' ,6), 且 超 线性 
收 化 于 z"， 

证 明 设 


G(r)=z— Fr Fr) ， 

- 则 z' 是 G 的 不 动 点 , 且 Newton 格式 (5. 55) 可 视 为 求 G 的 不 动 点 
的 迭代 格式 (5. 50). 由 玉 在 BCz*,6,) 上 连续 可 微 和 FF'Cr') 非 奇 
异 可 知 ,存在 开 球 BCzr* ,7)CB(x* ,6o) ,使 得 对 任意 rE€ Blz* 站， 
F'(xz) 都 是 非 奇 异 的 , 从 而 ,G 在 B(x* ,7) 上 有 定义 . 

记 
B= | CF'Cr* YI-! 
对 任意 se (0, 直 5), 由 导 算 子 的 定义 ,F(z*) 二 0 及 (zx) 在 zx* 的 
连续 性 可 知 , 存 在 SG (0, 人 四 ,使 得 对 任意 zxE BCr' ,6)CB(Cr' 7) 


都 有 
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ee 


| FCFA(r' (rr ) A 四 一 工 (5, 58) 
和 CD 一 (5. 59) 


[ea ol Nd ns ee 5 
二 CR Fr Fr)l 
* FC lt rr yn] 
eB CHCr))1 | +a. 
由 此 得 到 
EF) 所 < 这 <2p (5. 60) 
因为 
Gx) rr FFC) 
-= CFD) iCF Cr F(xrI rx) 
Ee ye dO Eb ss hi 
所 以 - 
| 
十 Fr FC F(x (rr ) 站 
(5. 61) 
于 是 ,利用 (5. 58) 一 (5. 60? 式 ,对 任意 zxEEGz ,6) 都 有 
| GC) —r: | 4 | > 一 工 ” | ， 
而 由 e€ 0， 记得 0 一 4pe<1. 根据 定理 5.14, 对 任意 初始 向 基 


zcEBz 0), 按 Newton 糙 式 (5. 557 生 成 的 先 代 序 询 有 Te 吕 ) 
CBE(zr 6), 昌 收敛 手工" 
因为 1z5) 收 和 敛 于 ,所 以 对 任意 eE 0, 而 )， ,按照 前 面 的 方 
法 可 证 明 存 在 天 各 丰 ,使 得 对 一 切 &> 开 都 有 
Hz? 一 2 一 四 Gkzo) 一 下 <46s ze 一 地表 ， 
骨 此 得 到 
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1 Rl x | B 
pe a 
因此 ,{x“} 超 线性 收 全 于 xz， 证 毕 . 


定理 5. 18 ”在 定理 5. 17 的 条 件 下 , 若 还 有 
|F' CF Cr) N.S zx or | xE Br ,0,), (5.62) 
其 中 a>0, 则 对 任意 初始 向 量 xm EB(z ,6), 按 Newton 格式 
(5. 55》 生 成 的 迭代 序列 {z@} 至 少 平方 收 仇 于 工 ”， 

证 明 ” 收 化 性 已 由 定理 5.17 给 出 . 设 有 (z) 一 (六 (Cr 
AES Ir* = (rr 1 对 任意 z= Cr a 
B(xz* ,6), 由 多 元 函数 Taylor 公式 及 f(x*) 一 0 得 

fi(x) 一 > 《二 二 


其 中 与 =(1—0)x" +x， 6:E (0,1., i 二 1,2,"… nn. 写成 内 阵 
形式 为 


al) 3 六 (6 ) 
azri dz 
下 (rz)》 = : : 
3 六 (8 ) 记 Qf, (8,) 
Ari Qrn a 
由 此 得 到 | 


Pe F(xr* Yr—r) | 


re | De 


利用 (5. 627 式 得 
= 
代入 (5. 61) 式 ,并 再 利用 (5. 62) 式 得 到 

GCr)—r* | <4Bel zx" i, 
于 是 


zretn oz = GH)—zr dB oz Ds. 


因此 , {zr 中 } 至 少 平方 收 全 于 工 *. 证 毕 . 

以 上 两 个 收 黎 定理 表明 ，, 按 Newton 格式 送 代 可 能 会 得 到 很 
快 的 收敛 速度 . 在 定理 5. 18 条 和 件 下 , 按 Newton 格式 生成 的 选 代 
序列 至 少 平方 收敛 于 方程 组 的 解 . 因此 ,通常 称 Newton 格式 是 平 
方 收敛 的 . 

例 5.12 用 Newton 法 解 方 程 

Xe 一 1 一 (0. 

解 设 f(z)==ze' 一 1, 则 i(z) 二 (zx 十 1)e”. 因此 ,Newton 格 

式 为 


(#) 
(Ca) 
tA) XT [a ee 1 


[1 


(Cr) 十 1)e” 


Tt 一 并 


即 


Ry 
LD {x' 7 72 十 ex 


1 十 工 由 
” 取 初 始 值 z'" 二 0. 5, 进 代 4 次 ,数据 如 下 表 . 

与 例 5. 11 比较 ,这 里 的 收敛 速度 显然 快 得 多 . 

例 5. 13 用 Newton 法 解 方 程 组 

全 十 2z2 一 3 二 0 
2z7 十 于 一 5 一 0 

其 中 1 委 委 2，0.5 生 zsS1.5-. 

解 设 F(r)= (zi 十 27s 一 3，2zT? 十 一 5)7, 则 


F(z) = | : | 


471 27, 
因此 ,实用 Newton 格式 为 
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全 一 xD 十 yp 


1 2 yt TL 十 Qs = 3 := [| 
| (A) el SR Cx) 十 《zg)2 一 5 oJ 


二 1 


取 初 始 向 量 x 中 二 (1.5,1.0)7, 和 迭代 4 9 


Ee 
1. 5000 1. 4880 174880 
0.75000 75595 | 75595 0. 75598 0.75598 
三 .Newton | 
应 用 Newton 格式 解 方程 组 (5. 48) ,要求 (x) 可 微 且 在 渤 代 
过 程 中 保持 "zx 中) 非 奇 异 . 此 外 ,在 定理 5.17 或 5.18 的 假设 条 
件 下 ,Newton 格式 仅 具 有 局 部 收 钱 性 .这 给 初始 向 其 的 选择 带 来 
了 困难 . 这 些 都 使 Newton 格式 的 实际 应 用 受到 局 限 . 下面 从 放宽 
限制 及 简化 计算 等 不 同 第 度 , 给 出 Newton 格式 的 几 种 变形 格式 . 
1, 带 阻 尼 因 子 的 Newton 格式 
为 了 克服 F'Cz") 的 奇异 性 或 病态 程度 ,在 格式 (5. 55) 中 引 
进 阻尼 因子 ,得 到 带 有 阻尼 因子 的 Newton 格式 
Xft 人 — Fz) EI iF (CT)., 
的 选择 ,要 实现 矩阵 F(x) 十 EE 严格 行 (或 列 ) 对 角 占 优 ,以 
保证 它 非 奇异 且 病 态 程 度 不 十 分 严重 ， | 
2. 下 降 Newton 格式 
为 了 放宽 对 初始 向 量 的 要 求 ,在 格式 (5.55) 中 引进 下 降 因 子 
ms 得 到 下 了 Newton 格式 
TD EzO F(z) F(z ®). (5.63) 
wi 的 选择 ,要 保证 3 


FCretD) | Fc) |. 
通常 在 (0,1) 内 选择 ms. 当 ow 二 1 时 ,格式 (5.63) 就 是 Newton 格 
式 , 下 降 Newton 格式 具有 大 范围 收敛 性 . | 
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3. 简化 Newton 格式 
为 了 避 钢 每 次 欠 代 都 计算 首先 阵 Eee 为 ,可 考虑 整个 大 
代 过 程 自始至终 取 下 上 (z2) 为 六 zt ), 这 就 是 简化 Newton 格 荆 


TE Fr OF Cr ), (5., 64) 
简化 Newton 格式 简单 ,计算 量 小 . 但 收敛 速度 慢 ， 仅 是 线性 收 慌 . 
4, 修正 Newton 格式 s 


综合 Newton 格式 (5. 55) 收 敛 快 及 简化 Newton 格式 (5. 64) 
计算 量 小 的 优点 ,可 构成 下 述 修正 Newton 格式 


以 十 11 -一 一 人 +12) 


站 + 一 元 ! (ky 
可 =F LEEONIP ED j=1,2, ,mm. 
zz 
修正 Newton 格式 是 一 种 复合 格式 ,每 次 迭代 要 调用 简化 Newton 
格式 mm 次 ,在 一 定 条 件 下 ,修正 Newton 格式 是 m 十 1 阶 收敛 的 . 
从 收敛 速度 及 每 次 和 欠 代 计算 量 综合 考虑 ,修正 Newton 格式 是 比 
Newton 格式 更 有 效 的 方法 . 实用 中 通常 取 m==2. 

5. 离散 Newton 格式 

设 天 (zz) 一 (f(z) ,fz(z),… ,有 (z))7, 按 定义 


df (7x) 1 
Mm Reh he) he 


其 中 及 E 采 ,而 e;E RR" 是 第 j 个 分 量 为 1 的 单位 向 量 . 记 
h = (hh ,hs)T 
ay= 产 fz thie) — f(z2)) 9 
Tz,h)S— La JE RY", 

则 当下 二 下 充分 小 时 


F(T (zr,h). 
于 是 为 避免 算 偏 导 数 ,以 JCz,h) 代 替 F'(xz) ,得 离散 Newton 格式 
ZtD 和 rR ), 
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在 -- 定 条 件 下 ,离散 Newton 格式 是 超 线性 收敛 的 实用 中 通常 取 
大生 有 Fr) | 瑚 j JJ 一 1 2:，…7zy 
其 中 心 天 0 是 不 依赖 于 二 的 划 数 、 


习 题 五 
. 用 顺序 Gauss 消去 法 解 下 列 方程 组 . 


271 十 TT 十 ;三 4 
{1) te ; 


2 十 22 十 2273 一 9 
区 1 十 Z 十 32z4 一 由 
22 十 Ta 一 2 十 二 了 


Cm 


(2) 、 
: 37T71— ZT -T+-2r=—= 3 
一 工 | 十 2z， 十 3 工 ; 一 4 一生 
2. 分 别 用 顺序 Gauss 消去 法 和 列 主 元 素 Gauss 消去 法 解 下 列 方程 组 ,计算 


过 程 取 4 位 有 效 数字 ,把 所 得 解 代入 方程 组 检验 哪 种 方法 的 续 果 较 精 确 ， 
0. 012zi 十 0. 01zs 十 0. 167z: 一 0. 6781 
上 十 0.8334zs 十 5. 9173 = 12.1 
\3200z1 + 1200z: + 4. 2 — 981 


3. 计算 下 列 矩 阵 关 于 行 范 数 的 条 件数 . 
1 2 4.56 2.18 
(1) 4=| 有 (2) a-| 上 
1.0001 2 2,.79 1.38 
1 1 
0 
10 3 
(| 二 
100 
~ 25 20 


4. 利用 Doolittle 分 解法 解 下 列 方程 组 . 
8. 1z 十 2 3z: 一 1. 5 一 6.1 
(1) | 5zi 一 6. 23xz 十 0. 87zs 一 2.3 ， 
2.5z 十 1. 5r: 十 10. 2r: 一 1.8 
取 4 位 有 效 数 字 ! 


10zl 十 ?zz 十 8zs 十 ?zi 一 10 
7X! 十 SX 十 6T3 十 5x4 一 8 
8T1 十 G72 十 10z3 十 9x ,二 6 
7z1 十 5z 十 97zs 十 1074 一 7 
5. 用 追赶 法 解 下列 方 程 组 ， 


(2) 


3X1 十 2 二 一 1 
(1) [ent 
2ZX; 十 5T1 二 9 
0. 571 二 +0. 25z? 一 0. 35 
0. 35z1 十 0. 8zs 十 0. 473 一 0.77 
0. 257y 十 了 十 0， 524 一 一 0.5 
Ta 十 2x4 一 一 2 25 
4Zz1 十 Ze 一 ] 
工 1 十 4zz 十 并 ?一 0.5 
(3) -Xz 十 4Ts 十 二 一 ] 3 
Ts 十 4X4 十 Xs 二 3 
Xa 十 4Xs 二 一 2 
了 到 4 位 有 效 数字 . 
6. 设 函 数 g(x) 在 闭 区 间 了 二 [z6o 一 r ,zo 十 +] 上 可 导 , 并 且 满 足 
lglzo)—zol<i~oOr; gz)| 委 a<1 ET 
证 明 方程 x=g(z) 在 7 上 有 了 唯 一 解 x", 且 zx" 是 序列 {z,} 的 极限 ,此 处 
X= F(Xa1); N=1,2s°". 
7. 设 也 是 R" 中 的 闭 集 ,映射 G+ D- 满足 
GC —GO) < zz 一 yj ryED, rys 
且 GCD)CD. 证 明 避 在 人 上 有 且 仪 有 一 个 不 动 点 . 
8. 用 Jacobi 迭代 法 和 Seidel 达 代 法 解 方程 组 
区 十 2rs 十 373 一 24 


(2) ; 


Zl 十 8zrz 十 as 一 12 ， 
2zrl 一 3zz 十 15zs = 30 
取 初 始 向 量 z 中 一 (0,0,0)" ,当下 一 x 上 志 10 时 终止 氨 代 ， 
9. 判断 方程 组 Ax=5 的 Jacobi 选 代 格 式 和 Seidel 迭代 格式 的 收 敏 性 ,其 中 
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3 1 1 2 一 1 一 :1 
(3) -| 3 | (4} A= 区 6 ,| 
| 1 | -1 0 4 
10. 用 SDR 千代 法 (了 到 w=1. 46) 解 方程 组 
2zl 一 工 ?一 1】 
— XI 二 27: 一 ZX;=0 
— z+2r— z=l 
. 一 Zs 十 27 二 0 
取 初 始 向 量 z= (1,1,1,1)7, 当 上 zx 一 -二 10 时 终止 适 代 ， 
2zi 十 zz 十 3r3 一 6 
11. 对 方程 组 上 se 
2zl 十 za 一 2 
适当 调整 未 知 量 的 排列 晨 序 ,使 所 得 方程 组 的 Seidel 大 代 格 式 收敛 . 
12. 设 方程 组 4z= 娟 的 系数 托 阵 正定 ,8 是 4 的 特征 值 的 最 大 秆 ,证 明 当 ww 
e (0, 备 ) 时 ,对 任意 初始 向 量 z”, 按 过 代 格式 
ITED m= I ob Aztb) 
生成 的 渤 代 序列 {z 信 ) 都 收 合 于 方程 组 的 解 
13. 用 简单 迭代 法 解 方 程 97: 一 sinzx 一 1 一 0, 取 初 始 值 z=0.4, 当 | 个 一 
I" | 二 10 "时 终止 迭代 ， 
14, 用 Newton 法 解 方程 zx? 十 2x? 十 10z 一 20 一 0. 取 初 始 值 x 二 1, 当 |x 史 一 
Testio9 ?时 终 正 迁 代 . . 
15. 用 Newton 法 和解 方程 组 
3zi 一 cos(zezs) 一 0.5 一 0 
2 好 一 8](rs 十 0.1)2 十 sinzs 十 1.06 一 0 . 


em 十 20xy 十 了 一 1=0 


取 初 始 向 量 x 中 ?==(0. 1,0. 1 ,一 0 1)7, 选 代 5 次 . 
15. 用 Newton 法 给 出 求 c>0 的 次 方 根 的 送 代 格式 . 


和 
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第 六 章 “广义 Fourier 级 数 与 最 佳 平 方 逼 近 


本 章 在 讨论 内 积 空间 和 Hilbert 空间 的 几何 性 质 ( 如 正 交 投 
影 和 正 交 分 解 ) 的 基础 上 ,着 重 研究 在 理论 和 应 用 中 都 非常 重要 的 
广义 Fourier 级 数 和 最 佳 平方 遂 近 . 

在 研究 函数 EL?[a,6] 的 广义 Fourier 级 数 展开 的 具体 方法 
中 ,将 介绍 在 实际 应 用 中 常用 的 Legendre 正 交 多 项 式 系 和 几 种 关 
于 权 函 数 的 正 交 多 项 式 系 - 另外 再 介绍 在 实验 数据 处 理 中 常用 的 
因 乓 报 人 的 是 和 二 乘法 .， 


6 正 交 投影 和 广义 Fourier 级 数 


在 有 R 中 , 易 知 任 - -向 量 在 任何 过 原 点 的 平面 ( 即 及 :的 含 零 元 
素 的 子 空间 ) 上 都 有 它 的 投影 . 类 似 地 在 Hilbert 空间 中 也 可 以 建 
立 相应 的 正 交 投影 和 正 交 分 解 的 理论 . 

§1.3 这 论 了 内 积 空 间 的 标准 正 交 系 . 本 节 将 介绍 完全 标准 
正 交 系 的 概念 ,研究 标准 正 交 系 成 为 完全 标准 正 交 系 的 等 价 条 件 
以 及 空间 中 人 一 向 量 在 完全 标准 正 交 系 下 的 广义 Fourier 级 数 . 

一 , 正 交 投影 与 正 交 分 解 

在 型 中 , 设 必 是 RR: 中 

包含 零 元 索 0 的 平面 , 则 
MM 是 受 : 的 完备 子 空间 . 如 
图 6-1, 才 + 是 总 ? 中 任意 一 
个 向 量 , 则 必 存 在 y。 EM 
和 x, 好 ,使 得 
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一 0 十 To， 
其 中 是 z 在 几 上 的 投影 , zo 上 是 向 量 z 到 平面 M 的 距 离 , 妈 
zo l=d(z M)=inf | 2—yl 
将 上 述 很 直观 的 投影 概念 推广 到 内 积 空间 ,有 下 而 的 定义 ， 
定义 6.1 设 和 是 内 积 空间 ,4 是 X 是 子 空间 ,rE€EX. 车 存 
在 ywEM 和 zs M, 使 得 
TI—Yo 二 xo, (6.1) 
则 yo 称 为 z 在 MM E 的 正 交 投影 (简称 为 投影 ), (6. 1) 式 称 为 x 的 
正 交 分 解 
必须 注意 , 当 XX 是 内 积 空 间 时 ,并 不 能 保证 六 中 每 一 个 元 素 
z 在 六 的 任意 子 空 间 M 上 的 投影 都 在 在 . 但 是 可 以 断言 ,车 工 在 
M 上 的 投影 存在 , 则 投影 必定 是 唯一 的 . 
定理 6.1 设 和 是 内 积 空间 ,M 是 鲜 的 子 空间 ,xEX. 营 x 
在 MM 上 的 投影 w% 存在 , 则 在 M 上 的 投影 % 是 唯一 的 ,并 且 
| z 一 2 | = MystnE zy. (6. 2) 
证 明 ”唯一 性 , 假若 yo 和 yi 都 是 工 在 大 上 的 投影 ,由 定义 
知 ;yoryiEMM 且 xX 一 yy EM1i,z 一 yy EMi. 由 于 MM 和 M1! 都 是 XX 
的 子 空间 , 故 
yo 一 和 JI， 
且 
0 一 3 一 (一 轨 ) 一 (CT 一 Yo EM. 
由 引 理 1. 5(2) 得 到 加 一 六 天 9 即 yo 二 yn. 唯一 性 得 证 . 
由 于 yo€E Mx 一 yo M, 则 对 任意 yEM, 有 yw 一 y€EME 
TIT— Ys | yo 一 y。 
应 用 勾 役 定理 ( 引 理 1. 5(1)), 有 
zy ?= | zo yl? yy? 2 ry 
所 以 


d(x,M)= inf x 一 y 人 宇 x 一 yo 用. 
然而 mEM, 故 dr 所 1z 一 .因此 (6.2) 式 成 立 ， 证 毕 ， 
此 定理 表明 ,车 六 中 的 元 素 x 在 X 的 子 空间 MM 上 的 投影 
存在 , 则 用 M 中 抑 素 y 来 过 近 了 时 , 仅 当 y= 时 遂 近 程度 最 佳 ， 
或 者 说 y 与 工 的 误差 上 外 z 一 ?小 , 仅 当 y> 一 时 达到 最 小 值 4 (x， 
2 了 )， 
在 什么 条 件 下 ,可 保证 筷 的 每 一 个 元 素 在 M 上 的 投影 者 
存在 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 一 :问题 . 
定理 6. 2( 投 影 定理 ) 若 M 是 内 积 空 间 半 的 完备 子 空间 , 则 
X 的 每 一 个 元 素 z 在 人 上 的 投影 都 唯一 地 存在 , 即 存 在 唯一 的 y。 
“EM 和 zojM, 使 得 
| = yo ty. 
证 明 (a) 先 证 明 , 对 于 每 一 个 zxEX, 存 在 y。€ MM, 使 得 
1 z 一 ?一 dead 人 一 Him 人 xz 一 ?用 ， 
令 83=dCz, 肛 ), 由 于 确 界 的 定义 ,存在 {y*J CA ,使 得 


lim | zx—y, ll 一 人 
现 证 {y,} 是 Cauchy 序列 . 由 平行 四 达 形 公式 ( 引 理 1. 4) ,得 
2 yy 


一 3 部 训 | 


注意 到 世 二 EM, 从 而 | 2 1 8, 代入 上 式 得 


U2 


当 myn>oo 时 , 必 有 一 $y 有一 90; 故 {y,} 是 Cauchy 序列 . 
zol limH zy, 6. 


(8) 再 证 明 ,z 一 yo MM. 
今 才 二 x 一 yo. 任 取 zE M 县 z 关 0, 对 任意 aE 尺 有 yo 十 nz 
._M. 故 
(dT MD SS royotoz) | ?= (ra To 一 GZ》 
一 xo:—atroz) olz,ro) 二 + |al’ || zz. 

由 (ce) ,1 zol :=dzCz ,于 是 上 式 化 为 

a{xosz2) tat lz zo)—a|zl 5 安 0. 
为 使 方 插 号 内 的 表示 式 为 等 , 令 

| 二 《2% sro) 

1 z 2 


则 得 到 


| 《xzoyxy》|: 


a a 人 < 0. 


jz 

因此 ,只 有 当 (zvz)? 一 0 时 ， 上 面 的 不 等 式 才能 成 立 于 是 zo z, 
由 z 的 任意 性 ,得 xz 一 y。 LM. 

《中 令 z= 二 x 一 yo: 由 (a) 和 必 ) 知 ,存在 ys€EM 和 zoLM 满足 
工 一 二 yo 十 ro: 亏 和 是 工 在 MM 上 的 投影 . 由 定理 6. 0 在 M 革 的 投 
影 y% 是 唯一 的 . 证 毕 . 

综合 上 述 二 定理 可 知 , 在 定理 6. 2 的 条 件 下 ,下 的 每 一 个 元 素 
zc 在 M 上 存在 唯一 的 投影 ,而 且 

| z 一 % = dr,M). 

利用 线性 空间 的 子 空间 的 走 和 的 定义 ( 见 定义 1.12(2)), 定 
理 6.2 有 如 下 推论 . . 

推论 1 着 必 是 Hilbert 空间 五 的 贸 子 空间 , 则 

: H=MOD Mt. 
推论 2 若 M 是 人 则 
一 M+. 


特别 地 , 当 人 


证 明 对 任意 zzEM, 有 >z 上 ML, 即 rEMII, 因此 MC 
M11, 另 一 方面 ,对 任意 xzEM++, 由 推论 1 每 到 x 二 yo 十 xo; 其 中 
YE MT 二 一 yo€ Ml. 注意 到 yo€E MCM!1 ,因此 ,由 引 理 1.5 
2) 得 < 一 =0, 即 zyoEadf 所 以 M''CM. 综 上 ,MM 一 M1+ 得 
证 . 

由 十 内 积 空 间 的 有 限 维 子 空间 是 完备 的 ;因此 对 于 这 些 子 空 
则 ,定理 6. 2 成 立 . 在 下 一 节 : 将 专门 说 明定 理 6.2 在 最 住 表 近 理 
论 中 的 应 用 . 

一 .Fourier 系数 与 Bessel 不 等 式 

下 定义 1 23 知 , 内 积 空间 入 的 非 空 子 集邮 是 和 的 标准 正 交 
系 ,是 指 对 于 任意 r,yEaM 有 

4 一 人 i 
| 例 6.1 若 实 内 积 空间 C[0,2r 中 任意 二 元 素 z 和 >y 的 内 积 
定义 为 ， 

“(Ty) = | zy dr, 


令 Wr nlf) =cosnt, vt)—=sinnt (aEN),N 


V2 


{uo U1 UT 9 U2 Us He Un } 
是 CL0,2xj] 的 标准 正 交 系 . 每 一 个 rE CL0,27] 关 于 此 标准 正 交 
系 可 以 展开 为 Fourier 级 数 
十 (a,COSntt+p,sinnt), 


其 中 
= | rde=y 2 Xt0), 
ov 


RE X(t)cosntdt = (Tu) 
Xs 
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/一 +) Gsinntdt = (x30.) ,HE YW). 

在 数学 分 析 中 ,aosers 如 Cn 对 ) 称 为 x 关于 此 标准 正 交 系 的 
Fourier 系数 . | : 

在 内 积 空间 中 ,可 类 似 定义 Fourier 系数 如 下 . . 

定义 6.2 设 f={e} 是 内 积 空间 X 中 的 标准 正 交 系 ,x 人 六 ， 
则 内 积 《x,e;) 称 为 x 关于 下 的 广 闵 Fouricr 系数 ,或 简称 为 Fouri- 
er 系数 ， 

利 骨 广义 Fourier 系数 ,可 以 给 出 投影 的 表示 式 . 

定理 6.3 没 {e,) 是 内 积 空 间 六 中 的 标准 正 交 系 ,x EX,M 二 
span{ers,. ,es} ,NW 


《1) 工 在 MM 上 的 投影 ze 可 表示 为 


一 > 《Tei0 ei; 
i=1 


《2) | xzo 1 =>) | (xrei) |?s 


(3) | xz 一 ze 一 zi 一 下 zol 2 

证 明 (1) 只 要 证 z= Cr,eye 是 x 在 M 上 的 投影 ,从 而 
由 投影 的 唯一 性 ,立即 得 证 . 

显然 ,xuE AM 由 于 对 每 - -个 7 一 1 有 | 

(ZXo0e)) = (Te — (> re)e,e;) 
=] 
= 《rT,€) — 《re) 一， 

好 xz 一 zo 与 ie ey} 正 交 , 故 xz 一 x， Mit. 由 定义 6.1 知 ,xs 是 
工 在 人 MM 上 的 投影 . 

(2) 由 勾 股 定理 

EA DE 一》 ze) 上 


(3) 出 于 x 二 zx 十 (x 一 = zo z 一 xo; 再 应 用 人 色 役 定理 
zl?= zo | ?+ | 一 zo 
故 上 zx 一 zo 1 ?= 上 zx? 一 上 zo 证 毕 . 
定理 6.4 设 {e} 是 内 积 空间 X 中 的 标准 正 交 系 , 则 对 于 每 
一 个 xE 有 XY, 有 


De “ 
iar] 


此 不 等 式 称 为 Bessel 不 等 式 . 
证 明 ”由 定理 6. 3, 对 任意 nEXN 都 有 


Dare tel 


令 no0, 则 Bessel 不 等 式 (6. 3) 得 证 ， 

推论 设 {e} 是 内 积 空间 X 中 的 标准 正 交 系 ， 则 对 于 每 一 个 

zE 和 都 有 
lim (xz,e, > 一 0。 
完全 标准 正 交 系 及 其 等 价 条 件 

是 ” 维 内 积 空间 时 , 若 天 的 一 个 标准 正 交 系 已 选 够 了 
个 元 素 , 记 下 二 {el4" syen}; 则 易 知 如 下 结论 成 立 ;: 

《1) spanF =X, : 

《2) 每 一 个 +€ 艾 皆 可 表示 为 


二 > (T6000rs 
(3) 对 每 一 个 TEX, 上 x 上 := ol 即 Bessel 不 等 式 


成 为 等 式 . 
若 蕊 的 标准 正 交 系 F 没有 选 够 个 元 素 , 上 述 各 个 结论 不 再 
成 立 . 
当 考 虑 无 限 维 内 积 空间 时 ,空间 中 的 一 个 标准 正 交 系 为 无 限 
集 , 其 中 的 元 索 是 否 “ 选 够 "的 含义 表示 在 下 述 定义 中 ， 
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定义 6.3 昔 下 ={e)} 是 内 炽 室 间 刁 的 正 交 系 , 并 凡 满 足 
spanF = X, 
则 正人 交 系 下 称 为 完全 系 , 或 者 称 为 XX 中 的 完全 正 父 系 . 

若 下 = (e,} 是 内 积 空间 关 的 标准 正 交 系 ,并 且 正 是 完全 系 , 则 
F 称 为 和 中 的 完全 标准 正 交 系 . 

在 Hilbert 空间 中 ,根据 完全 标准 正 交 系 的 定义 ,可 以 将 上 述 
对 于 有 限 维 内 积 空 间 的 结论 推广 到 Hilbert 桦 间 . 在 下 面 的 定理 
中 ,具体 表达 了 完全 标准 正 交 系 的 几 个 等 价 条 件 . 

定理 6.5 若 下 = {e,} 是 Hilbert 空间 五 中 的 标准 正 交 系 , 则 
下 列 各 条 件 等 价 : 

(1) 下 是 量 的 完全 标准 正 交 系 . 

(2) 1! 二 {0}, 即 中 不 存在 与 F 中 的 所 有 元 素 正 交 的 非 零 

(3) 对 每 一 个 zxE 如 ,有 

变 三 2 《Er》ei 

(4) 对 每 一 个 zE 玉 ,有 

ll Slee 


此 等 式 称 为 Parseval 恒等式 . 
”证 明 (1)=>(2) 对 任意 xEF!, 只 需 证 明 x==0. 由 于 下 是 
石 中 的 完全 标准 正 交 系 , 则 xE =spanF. 于 是 存在 序列 {zx} CC 
spanF ,使 得 zf 一. 因 xEF1, 则 对 每 一 个 nENU 有 (zr,,z) 二 0. 由 
内 积 的 连续 性 
(T,7) =lim(z, ,rz)=0, 
故 x 二 0. . NS 
《2) 过 (1) 假设 f=10}, 由 于 FCspanF, 则 
{0} C (spanF) CC = {0), 
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故 必 有 (span 瑚 ) 二 10}. 应 用 定理 6. 2 的 推论 1 ,得 到 
H=spanF 出 (spanF')= spanF. 
(2) 一 (3) ”对 每 一 个 zxE 恕 ,由 Bessel 不 等 式 


2 lr < | zz， 


则 可 断言 (ee 收 全 事实 上 ， 由 上 式 知 ， 级 数 了 (x,e)e 绝 


对 收 钱 . 由 于 矿 是 完备 的 ,应 用 定理 3.5， 则 此 级 数 收 合 ， 即 存在 
3y 生 五 使 得 


DIE 7ei = yy 


现在 只 要 证 明寺 一 则 《3) 得 证 . 对 每 一 个 ejE 巨 ,由 内 积 的 连 
续 性 


人 = (re;)— 3 《zaeiyelyei) 
z=1 
一 《Tej)》 一 2 (Tei2 eis 0)) 
f=1 


一 《zyei) 一 《zyei) 一 0， 
让 假设 条 件 , 得 到 z 一 y€E Fit={0}; 芭 x=y 
(3) 过 (4) ”对 每 一 个 TIE€EH,， 由 3) 成 立 , 风 


‖ rz 由 一 《 Yr yeiy DE )e;» 


一 .> DY xye) ze) (ese)) 


i=] j=? 


所 


ES 《ye Te) 


t=:1 
bp [xe ,7. 
:=1 


《4) 二 (2) 对 任意 xzEF+, 邮 对 每 一 个 e:EF 都 有 {xr,e;) 二 
0, 由 于 Parseval 己 等 式 成 立 , 则 
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| 


1zl= Dlr) =0, 
故 z=0, 因 此 天 -一 f0)， 证 毕 . 
由 此 定理 关于 (1) 和 (3) 等 价 的 结论 ,可 给 出 如 下 定义 . 
定义 6.4 若 下 = {(e) 是 Hilbert 空间 五 的 完全 标准 正 交 系 ， 
则 每 一 个 x€ 五 可 展开 为 无 穷 级 数 , 即 


rt 二 >》) (T1282,. 
1 


此 无 穷 级 数 > (ze)e, 称 为 z 关 于 的 广义 Fourier 级 数 ,或 简 


称 为 Fourier 级 数 . 
值得 注意 ,在 此 定义 中 的 元 素 z 的 广义 Fourier 级 数 的 前 
项 和 


5 一 S) 《Tei)ei 
i=] : 


正 是 zx 在 span{e,…,e.) 上 的 投影 ( 见 定理 6.3(1)), 并 且 
| z 一 s, 上 是 工 到 span{el,*…,en} 的 距离 ， 


$ 6. 2 ”函数 的 最 佳 平方 逼近 


实际 应 用 中 ,常用 的 函数 空间 有 Cla,6],L[a:b](1 寺 p 志 
o9), 其 中 I2[a,8] 是 Hilbert 空间 . 下 面 ,在 一 般 的 赋 范 线性 空间 
上 ,将 最 佳 道 近 问 题 用 泛 函 分 析 的 语言 给 一 个 准确 的 定义 . 

定义 6.5 设 民 是 赋 范 线性 空间 ,AM 是 XX 的 子 空间 ,xzEX. 
若 存在 yo 和 好 ,使 得 

| xz—yo ll =9 Dl | z—yl,， 
则 称 w 为 z 在 M 上 的 最 佳 逼 近 . 

当 外 是 内 积 空 间 且 好 是 瑟 的 完备 子 空间 时 (特别 是 , 当 奈 

是 基 的 有 限 维 子 空间 时 ), 由 定理 6.1 和 定理 6.2 知 ,X 的 每 一 个 
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元 素 zx 在 M 上 存在 唯一 的 投影 y。, 并 且 x。 正 是 工 在 MM 上 的 最 佳 
掀 近 . 因此 在 这 种 条 件 下 ,最 佳 融 近 的 存在 唯一 性 问题 得 到 了 解 
决 ， 

按照 最 佳 于 近 的 定义 ,yo 是 工 在 M 上 的 最 佳 通 近 , 换 言 之 ， 
就 是 用 M 中 的 任何 元 素 通 近 z 所 产生 的 误差 中 ,以 yo 带 近 z 所 
产生 的 误差 为 最 小 , 且 最 小 误差 为 上 x 一 yo =ad (zx,M). 

按照 定义 ,最 佳 下 近 与 空间 六 的 范 数 (或 内 积 ) 有 关 . 在 Ba- 
nach 空间 (CEa,6j, "中 -) 中 的 最 佳 台 近 , 常 称 为 最 佳 一 致 通 近 ， 
而 Hilbert 空间 二 [ea ,5] 中 的 最 佳明 近 , 常 称 为 最 佳 平方 通 近 . 

本 节 讨 论 函 数 空间 L?[a, 如 中 任 一 元 素 ( 或 称 为 [a,5] 上 的 平 
方 可 积 函 数 ) 在 L*[a,5j 的 有 限 维 子 空间 M 上 的 最 佳 平方 逼近 . 
介绍 求 最 佳 平方 逼近 的 两 种 方法 . 经 比较 ,显示 出 在 M 中 选用 标 
准 正 交 系 为 基 时 求 最 佳 平 方 逼 近 方法 的 优点 

一 最 佳 平方 通 近 问题 

定义 6.6 车 人 是 Hilbert 空间 ZL2[a,6] 的 有 限 维 子 空间 , 则 
ZL2[a,6j 中 的 每 一 个 元 素 f 在 M 上 的 投影 ;* 都 唯一 地 存在 (定理 
6. 2) ;并 是 


| f—s’ | =a(f,M)=inf 
:EM 


s* 称 为 了 在 凡 上 的 最 佳 平方 通 近 . 

定义 中 ,天 fa ,的 范 数 ( 即 由 内 积 导 出 的 范 数 ?为 1- ,在 
这 一 章 中 , 简 记 为 下 .| . 

下 面 介 绍 两 种 求 *" 的 方法 . 

设 te，…，e*} 是 1 的 基 ( 不 必 是 好 的 标准 正 交 系 ),** 在 此 基 
下 的 表示 式 为 


1 
加 


fr) se) lsdz 


5 一 et 十 … 十 ae 《6. 4) 
于 是 ,问题 妇 结 为 如 何 求 出 这 一 组 数 2 ,"… sas， 使 得 s" 是 f 在 MM 
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上 的 最 佳 平方 逼近 , 即 * "是 了 在 M 上 的 投影 . 这 时 7 一 十 (一 
s"), 其 中 Sr EM,f 一 s” | M, 并 且 
| f—s* hl =ad(f,M). 
因 /一 上 M, 故 对 每 一 个 eEM (i 一 1,"…,n)， 
《ef 一 3 )》 一 Py 《er 六) 一 Se) =0, 
rl j=l . 

于 是 ,得 到 一 个 线性 方程 组 

《ea 2 7G1 十 《elyesy2s 十 十 《eiyes)5 一 《et ,f) 

《ez 21)91 十 《es ,ez)53 十 .十 《ezyeu) 机 一 《ez ,三 > 

《en el > 十 《e。 ez 5 十 … 十 《eyev) 一 《ev y 矿 ) 
由 于 盖 存在 且 唯 一 ,因而 不 ,… ,a, 存在 且 唯 一 . 因此 线性 方程 组 
的 Gram 行列 式 


《e1321) A 《el19en》 
AR 0, 《6.5) 
《ea 121> ey ens On) 
并 且 
= Gi i 
ee es 


其 中 C 是 行列 式 Glel,"…e,) 的 第 j TD ee pe Ds 换 为 
(Ka, 了 7," ,be,，/))” 后 得 到 的 行列 式 . 取 避 的 共 思 复数 便 得 到 
ai(7 一 1 代入 (6 4) 式 , 即 可 得 到 s*. , 
注 1 如 果 空 间 [a; 媚 是 实 空间 ,那么 = a 这 时 (6. 6) 式 
Ge (= 1 ,nn)., (6.7) 
注 2 最 佳 平方 逼近 的 误差 是 f 一 s* 上. 
令 6 一 | 一 全 站 . 因 和 上 ss, 则 
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=| fs’ := (f—s’,f—s’) 
一 《jj 一 入) 一 《了 一 了 5 》 -一 (三 一 5 ,) 
= 1 7 akesf). C6. 8) 
方法 2 | 
若 邓 的 基 {el，… ;ex} 是 MM 的 标准 正 交 系 ， 风 | GPs" sea)—1, 
人 一 (el ,ww 一 (ep 于 是 


Ye DY fsee. 
最 住 平方 过 近 的 误差 的 平方 ,由 (6.8) 式 得 
d= | fo—s* ?= | fF ws 1¢f ,ei) |:. 


显然 ,上 面 两 个 式 子 可 以 从 定理 6. 3 直接 得 到 ,不 必 从 方法 1 
推出 . 此 方法 简洁 清楚 . 
二 ,和 多项式 允 近 
当 L[a,8j 的 有 限 维 子 空间 M= P,[La,b]( 邑 [a,58] 上 的 所 有 
次 数 小 于 或 等 于 n 的 多 项 式 的 全 体 组 成 的 n 十 1 维 空 间 ) 时 ,LL[a， 
5 中 的 元 素 f 在 P.[La,o 上 的 最 佳 平方 逼近 s* 是 一 个 次 数 小 于 
或 等 于 的 多 顶 式 . 此 5 称 为 在 P.[a,6] 上 的 次 最 佳 平方 过 
近 , 简 称 为 f 的 n 次 最 佳 平方 逼近 . | 
。 先 按照 前 面 介绍 的 方法 1, 求 的 4 次 最 佳 平方 逼近 党 , 举 一 
例 筑 明 如 下 
例 6.2 记 eGz) 一 rzE[L0,1]z 一 0 1 2)， 则 (eye 
sx 是 [0,1] 的 基 . 设 rz) 一 ezE[o,1]), 则 EC[0,i Ca 
[0,1]. 
(1) 求 了 在 已 [0,IJ 上 的 = 次 最 佳 平 方 通 近 sy ， 
(2) 当 #? 一 2 时 , 求 了 的 二 次 最 佳 平 方 通 近 . 
解 (1) 对 i,j 一 0,1,…,n， 
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l 。 = 
VE; se)) | x idr = 
| i 


ee 
i 十 7 十 1 


记 忒 一方 = | frydr (i 二 0,1,…,n). 由 (6.7) 式 得 


G; a 
VT Cie yes se, ) (7=0,i, 32 )， 
其 中 

和 1 
2 n 二 1 

Ee 
Geose: yr 360) = 2 3 十 2 

‘1 1 . 
in 二 1] x 二 2 人 


而 G; 是 行列 式 Ctes ,sz:， … 6) 的 第 j 列 | 证 


为 (da yd *** sed) 后 得 到 的 行列 式 a 求 出 RoyC 


TT i 


5 Qe; 二 Qe 二 "十 aen. 


《2 人 时 ， 
1 1 
(eo yO] se; )= 到 于 
1 1 1 
13 4 5 


1 
a.=| erdr 二 €—1， 
a 
1 
dl =| :ezd 了 一 1] ， 
Lo 


dd, = | rerdr 一 e 一 2， 


加 


“an 且 , 则 
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《这 里 exz2.71828,) 故 


1 
2 
1 
3 
1 
于 


二 | 六 必 | 王 加 | 


Qo 三 


Geere) 101299, 


wm 一 0.85113， a,=0.83918, 
所 以 
57 二 1.01299 二 0.85113z 十 0. 839182. 
其 误差 的 平方 
8:= | fs; Nh?= | Fl:— Dales) 


=| erdz— Dadi= 二 0.00004. 


注 3 应 用 8 5.1 关于 病态 矩阵 的 讨论 ,上 例 中 Gesse，- 
e.) 对 应 的 惩 阵 是 病态 的 , 且 ” 越 大 病态 越 广 重 . 因此 ， 当 原始 数 
据 有 一 个 微小 扰动 时 ,按照 方法 1 求 出 的 与 的 真 值 相对 误 
差 很 大 . 按照 方法 2 求 s? 则 可 避免 病态 的 发 生 . 

按照 方法 2 求 产 fa 的 的 元 素 了 在 P,[a,5] 上 的 nm 次 最 佳 平 
方 逼 近 s* 时 ,必须 先 求 出 P,La,8] 的 标准 正 交 系 . 具体 作法 如 
下 ， 

记 elr)=7r: CrE La: 一 0,1,2,…)， 则 1eoyelyez… 是 
fa,5] 中 的 线性 无 关 集 ,但 不 是 正 交 系 .应 用 Gram-Schmidt 标 
准 正 交 化 方法 ,可 得 到 一 个 标准 正 交 多 项 式 系 {po,Pi,ps，"…} ,使 
得 对 每 一 个 n€N 

PLla6)]=span{eo ,es se }—= span{ po ps op}. (6.9) 
并 且 和 容易 证 明 ， 
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Li[a b= = span{leo,el Ser" ‘*} —spanlpo » pi » ps i } 多 
即 {zoy zz ) 是 :fa ,5 的 完全 标准 正 交 系 . 
这 样 ,Z?[a ,中 的 元 素 f 在 PLa,6j 上 的 次 最 佳 平方 通过 
一 衬 3 (f ,pi)pis 《6. 10) 


误差 的 平方 
8 一 | f—s,* := | fi? -lf pl (6.11) 
应 指出 ， 对 于 实 空间 L2[a,6] 中 的 元 素 /， 申 内 积 表示 的 积分 

(例如 
(Ca 一 | fen pdz 
中 的 积分 ) 是 Lebesgue 积分 , 当 fEC[a,5] 时 ,此 Lebesgue 积分 
等 于 Riemann 积分 ( 即 定 积分 ). 

注 4 车 {po pi pa，*…} 是 La,bj 的 完全 正 交 系 且 满 足 
(6. 9) 式 ,但 不 是 标准 的 , 即 每 一 个 p; 的 范 数 | pi 上 并 不 都 等 于 1， 
则 元 ?La , 引 中 的 元 素 了 在 P,[a,5] 上 的 wn 次 最 佳 平方 下 近 s* 由 
《6. 10) 式 可 表示 为 


=D TT) ET DD bp, C6. 12) 


汝 着 的 平方 由 (6. 11) 式 可 表示 为 


= 1 ale -> Ke. 


(6. 13) 


3 6. 3 儿 种 重要 的 正 交 多 项 式 


一 ,Legendre 条 项 式 
考虑 实 工 [一 1,1] 空 间 . 记 ex)=z (xE€E[—1,1],i=0,1, 
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.…), 现在 应 用 Gram-Schmidt 的 方法 ,把 ieo,e1se1，"…) 化 为 标准 
es 站 
由 于 | ep | 二 V2, 令 polr) 二 1 (rE€E[—1,1j), 则 


eT) | | 
U(x) 了 = 下- 一 pez) = 9 | un | 一 1 . 


10 L244 《el so Do ; 则 UL. | un :是 


oz) sz | Nrdr 二 =z， 
Oe A 
(| 


令 bi (z) 一 工 : 则 


ui(T) 一 和 = 一 A| 3 | | 一 上 . 


记 Vs 一 已 2 一 《3 zt0 20 一 《es :ul Dwi ,; 则 vod un va | a 且 


人 fir /3 /二 
Wy WA 2 网 zz 2™ 


令 pi(z) 一 去 (3z2 一 1), 则 


2( 工 ) 1 5 
u(r)= 让 = py 1 /Sr 一 1)= DPalx), | wz =1. 


依 此 方法 继续 下 去 ,可 以 证 明 


aa(Z 一 人 | Fp), | a ll 一 1， (6. 14) 


其 中 
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[3] | 
ee :nD)! ne-s 
RS 1) pr . (6.15) 


p, 称 为 区 间 [ 一 1,1] 上 的 nn 阶 Legendre 多 项 式 . 
7n 阶 Legendre 多 项 式 pb, 还 可 以 表示 为 微分 形式 , 即 


了 
i (6. 16) 


《6.16) 式 也 称 为 a 阶 Legendre 多 项 式 的 di 表达 式 . 
用 二 项 式 公 式 展 开 (x’ 一 1)", 再 进行 er 人 
式 得 到 (6. 15) 式 . 
用 Rodrigues 表示 武 ， 很 容易 写 出 前 几 个 Legendre 多 项 式 ， 
po(Cz) 一 1， 


pn(z) 一 


pi(x)=7, 
pa(x) 一 诗 (3z? 一 1)， 


pa(z) 一 六 (5z 一 3z)， 


pi(z) 一 立 (35zt 一 30z? 十 3)， 


ps(z) 一 言 (63z5 一 70z3 十 15z)， 

由 于 1 {os HU1 s Us + …} 是 2[ 一 1， 1 的 完全 标准 正 交 系 ， 则 空间 

工 工 一 1 中 的 每 一 个 元 素 三 可 以 展开 为 广义 Fourier 级 数 , 即 
f= Df Yu,. (6. 17) 

而 nn 阶 Legendre 多 项 式 p， 与 uz 之 闻 仅 相差 一 个 常数 ,因此 {pn， 
P1iP2a»"™ “} 是 乙 车 一 1,1] 的 完全 止 交 系 ,并 旧 

[1,1] 一 spanfao isda") = span{pos pisP2,"""}. 
由 《6， 14) 式 ,Legendre 多 项 式 系 {po » Pi*P2»"*" } 注 中 
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区 Ti 当天 一 
对 于 FEzZzf 一 1,1]， Fourier ee 17) 可 表示 为 
/一 2 Te 
_ a (fb,) 
(pr pa 


一 0 


一 = lp,p, )p.. 


n= 


注意 ,此 等 式 表示 无 穷 级 数 依 2[ 一 1,1] 的 范 数 上 * ,这 里 简 记 
为 上 :|) 收 敛 于 f, 并 称 它 在 [一 1,1] 上 平均 收 但 于 f(x). 
归纳 以 上 讨论 ,实际 上 已 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 6.6 对 于 每 一 个 FE [一 1,1], 关 于 Legendre 多 项 式 
. 系 {pi;pzrpss"…),f 可 以 展开 成 广义 Fourier 级 数 ( 称 为 Fourier- 
Legendre 级 数 ), 即 


> tf,p,)p,, (6.18) 
六 一 0 _ 


其 中 
(fp 一 | GDpGz?dz 


须 指 出 ,广义 Fourier 级 数 在 [一 1,1] 上 平均 收 合并 不 能 推出 
此 级 数 在 [一 1,1] 上 的 一 点 处 收敛 或 一 致 收 化 . 关于 广义 Fourier 
级 数 在 点 za 处 收 伍 或 一 致 收 误 的 条 件 , 可 见 本 节 末 的 注 5. 

例 6.3 将 函数 


一 ] 当 一 1 入 <0 
he 0 当 z=0 


1 当 0<z 委 1 
展开 成 Fourier-Legendre 级 数 . 
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解 ” 由 定理 6.6; 函 数 /可 以 展开 成 形 如 (6. 18) 的 Fourier- 
Legendre 级 数 . 考虑 . 


(pw 一 | fr)p. Cn)dz. 
易 知 当 为 偶数 时 ,p, (x) 为 偶 淫 数 , 故 fp) 二 0. 当 .n 为 奇数 时 ， 
pr) 为 奇 函 数 , 故 
fips) =2| pvcz)dr， 
因此 ,对 于 ”一 1,3,5，…， 
(fsp) =2| zdz=1, 


1 
| de Ee 
0 2 4 


1 
Cf ,Ps) = ?| 二 (63z5 一 70z 十 15z)dz 一 于 


DD EOL 


代入 (6. 18) 式 , 则 得 到 了 的 Fourier-Legendre 级 数 展开 式 
了 一 训 P' 一 二 Ps 十 和 ps 十 os 


根据 上 一 节 的 注 3, 可 应 用 Legendre 多 项 式 系 , 求 FE 元 [La， 
5] 的 次 最 佳 平方 明 近 . 
由 于 nn 阶 Legendre 多 项 式 p. 是 一 个 区 间 [ 一 1， 1] 上 的 次 多 
项 式 ,而 且 8 
P,[—1,1|= span{pospis*"* ,Pa}, 
因此 ,对 任意 FELL 一 1,1j, 由 (6.12) 式 知 ,f 在 P.[ 一 1,1] 上 的 
n 次 最 平方 逼近 可 表示 为 


(f,p;) 好 十 1 
四 7 3 (fpipr (6.19) 
由 (6.13), 误 差 的 平方 
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= | > | py (6. 20) 


“对 于 AeE 7L2[e, 门 , 作 变 换 


ba, 2 十 4 全 也 [sk 
0 “十 人 和 毛 [一 1,1]) ， 
(或 [二 i yo -< 变 为 [一 1,1] 


上 上 的 盟 数 ， 专 是 可 用 Legendre 多 项 式 系 求 出 0 nn 次 最 佳 平 
方 副 近 ss (1). 因此 [a,6] 上 的 函数 六 x 的 n 次 最 佳 半 方 帝 近 就 是 


站 


Hh 、 
5 [Bas—a | ,误差 的 平方 
0 = (Fi — 于 2， pb] . 


下 面 举 一 倒 说 明 用 Legendre 多 项 式 系 求 最 佳 平方 明 虽 近 的 方 
法 . 读者 可 将 此 方法 与 例 6. 2 中 的 方法 作 一 比较 . 

例 6.4 设 jFzy=er (xE[0,1]), 来 f+ 在 P50,1] 上 的 二 
次 最 佳 平 方 通 近 si. 


解 令 = 一 于 G 十 D, 则 


dly 


F=f te Ce [1,1]). 
下 关于 Legendre 多 项 式 系 的 二 次 最 佳 平方 通 近 为 

52 = 方 (spoype 十 池 (Fpi)pt 十 信人 下 ,pa}ps. 
由 计算 求 出 

(F ,po) J dt 二 2e -2， 


1) 


(Pp)=| te dt =2(3—e), 


1 I 
Fp)=| (3 De™™ di = 14e— 38. 
一 1 


于 是 
S2 {1) 一 一 1 十 3(3 一 et 十 却 (35e 一 95)(352 一 1) . 


将 上 一 2z 一 1 代入 , 则 得 f 在 PL[0,1j 上 的 二 次 最 佳 平方 逼近 
St (XT) 2 1.01299 十 0. 851147 十 0. 83916.z5 
二 .关于 权 函 数 的 正 交 多 项 式 系 
定义 6.7 设 实 值 函数 pl(z) 是 开 区 间 (a,5) 内 恒 为 正 的 
Lebesgue 可 积 函 数 , 所 有 定义 在 闭 区 间 [a,8] 上 有 满足 条 件 


| ee EFC ee 


的 实 值 通 数 f 的 全 体 组 成 的 线性 空间 记 为 L2[a,6]. 其 中 任意 两 
个 元 素 f 和 g 的 内 积 定 义 为 


b 
Cg) 一 | pz)f (x)g Cr)dz ， 


惠 不 难 验证 (5[e ,69 是 Hilbert 空间 , 简 记 为 Li[a,6]. Li 
[a,5] 称 为 以 o(z) 为 权 函 数 的 Hilbert 空间 . o(z) 称 为 权 函 数 . 
对 于 fE ZsLa ,5 ,由 内 积 导出 的 范 数 记 为 


5 1 
和 0 站 本 人 


在 不 会 引起 混 消 的 情况 下 ,以 后 将 [a,6] 的 内 积 (* ,和 范 数 
用 上 ,分别 简 记 为 (7 和 站。 |. 

[4,5] 的 定义 可 类 似 的 推广 到 as 一 一 co 或 5= 十 co 的 情况 . 

£2[a,5j 是 权 函 数 为 1 的 Hilbert 空间 , 

对 于 ff,gE€L2[a,6bj, 若 (f,g) 二 0; 妈 和 gg 在 [a,6j 中 是 
正 交 的 , 则 和 g 称 为 关于 权 函 数 o 是 正 交 的 . 同样 地 ,Li[a,5] 
中 的 正 交 系 (标准 正 交 系 、 完 全 标准 正 交 系 ) 可 以 称 为 关于 权 函 数 
P 的 正 交 系 (标准 正 交 系 、 完 全 标准 正 交 系 ). 例如 , {wu ,ws,…}) 是 
Lz[La ,bj 中 关于 权 函 数 p 的 完全 标准 正 交 系 ,是 措 {z, ,us,…} 满 足 
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Cais;) = | pz)wilr), Cx)dz 
_ | i 
1 当 i=j 
以 及 | 
span{u su, ) 一 Ca,6]. 
在 空间 Lz[a;5j] 中 ;应 用 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 ,同样 可 
以 把 一 个 工 ?La, 纪 中 的 线性 无 关 集 正 交 化 ,得 到 关于 权 跑 数 "的 
标准 正 交 系 . 
Legendre 多 项 式 系 是 关于 权 函 数 1 的 完全 正 交 系 。 
下 面 介 绍 三 种 常用 的 关于 权 函 数 的 正 交 多 项 式 . 
1: Hermite 多 项 式 
考虑 以 p(z) 一 e “为 权 函 数 的 实 Hilbert 空间 ZL( 一 %， 
十 co), 其 中 任意 二 元 素 和 g 的 内 积 为 
《f ,8) = [ef eg dz 
i 记 elrT)=r (n=0,1,2.). 对 线性 无 关 集 ieose :ez，"…}: 应 用 
Gram-Schmidt 正 交 化 方法 , 则 可 得 到 关于 权 函 数 e-* 的 完全 标准 
正 交 系 {ho shh ,2***} ;其 中 
yo ty. 


而 
H(z)=1, | 
H(t) = Ce Tite) =12). 
H, 称 为 n 阶 Hermite 多 项 式 . 前 几 个 Hermite 多 项 式 为 
Ho(z)=1， | 
.Hi(zx)=2r ， 
H:(z) 一 4z: 一 2 ， 
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Hasz) 一 8 一 127z 4 
了 (Crz) 一 16z4 一 48z2 十 12 ， 
Hs(zx)=327—160x’ 二 120x ， 


一 般 地 ， 
y， ae f (27m)1 Zm— 2t 
H;, (x) = 2 1) i { 2m Ee 25 (27) 3 


= . i 《2 和 十 1)1 2m 十 1 一 27 
Hm (7) = 之 人 . 
用 分 部 积分 法 ,可 直接 验证 
(H,,H,) | e-*H, CA)H.(z)dz 
-{ ” 当 mn 
Znl vn 当 m= 二 nn 
2. Laguerre 多 项 式 | 
考虑 以 e(z) 一 e 为 权 函 数 的 实 Hilbert 空间 Li[0, 十 co), 其 
中 任意 二 元 素 上 和 e 的 内 积 为 
fs8)=| ef gd. 
记 . En (Zz) 二 zx*(n=0, 1 » 2 ), 对 线性 无 关 集 {eo,e; 3 本 2 9 } ,应 用 
Gram-Schmidt 正 交 化 方法 , 则 可 得 到 关于 权 函 数 e 一 的 完全 标准 
正 交 系 {16,71,l2，…}) ,其 中 + 


Lt) = Llz), (4 =0,]1,2.*) 和 


而 | 
Lolx)=1 9 


L(x) =e” 下 


TsCze 7， (n=1,2,."). 
L, 称 为 > 阶 Laguerre 多 项 式 . 前 几 个 Laguerre 多 项 式 为 
Et (Cr) 一 1 9 
297 


LiCz) 一 一 2 十 1 ， 
1L:(z) 一 2 一 4zZ 十 2 ， 

La(z) 一 一 妇 十 9z 一 18z 十 6 ， 
LiCzr)= 一 并 一 16z" 十 72z 一 96z 十 24 ， 


一 般 地 ， 
DDC Gi | 
可 直接 验证 
Lal) ez)L (rz)dz 
， |. 当 于 
Itnl)* 当 m=n 


3, Ue5ameB 名 项 式 
考虑 以 p(z) 二 (1 一 +) “为 权 函 教 的 实 Hilbert 空间 L[ 一 1， 
1J, 其 中 任意 二 元 素 了 和 g 的 内 积 为 
de)=| 4 一 工 ) YE 
对 于 "一 0,1,，2…，, 令 
T(z) 一 cos(zarccosz) {zx € [一 1,1]) ， 
则 T, 称 为 n 阶 ( 第 一 类 )deGonues 多 项 式 
” 令 8=arccosz ,由 三 角 恒 等 式 
cos(?z 十 1)6 十 cos(za 一 1)8 一 2coszBcos， 
可 得 到 递 推 关系 式 
Tn (xz)=2rT.(7)~—T, (7). 
由 To(x) 一 1,Ti(x) 一 x 及 上 述 递 推 关系 式 可 知 ,T,(z) 是 nn 次 多 
项 式 . 前 几 个 He6prrres 多 项 式 为 
To(z)=1,， 
TI(r)=x， 
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TtCz) 一 2z 一 1 ， 
Ta(z) 一 4 一 3 ， 
Ti(Czr) 一 8zt 一 8z2 十 1 ， 
Ti(Czr) 一 16z5 一 20z3? 十 57 ， 


一 般 地 ， 
Tox) =m oO CY 
0 


DE 


(2m—1i—1)1 


2 一 21 
RB Cd 


2] . 一 了 3 有 
Ton+1CT) = ely 2" “, 


可 直接 验证 ( 作 变 量 代 换 z= 二 cos0) 
《T。T.》 =[ (1—x2) 2T, (x)T, (rd 
1 


0 当 m 关 nn 
e 2 当 m=n 关 0. (6. 21) 
T 


1 一 0 


) (4 二 1 ,2,…), 则 
{coTosciTi cal s,s} 

是 关于 权 晴 数 (1 一 z) 的 完全 标准 正 交 系 . 

三 . 正 交 多 项 式 的 主要 性 质 

为 了 方便 今后 的 应 用 , 现 将 几 种 正 交 多 项 式 的 主要 性质 集中 
罗列 如 下 ,以 备查 阅 . 

设 开 [a,b] 是 以 o(z) 为 权 函 数 的 实 Hilbert 空间 (a 为 有 限 数 
或 一 o0,6 为 有 限 数 或 十 co), 其 中 任意 二 元 素 上 和 & 的 内 积 为 


pb 
fg} =| a(ryf lr)g(r)dr. 


设 {F, ,$] ,$, } 是 关于 权 国 数 pfzr) 的 完 正 交 系 且 每 -一 个 更 ,Cr) 
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是 x 的 nn 次 多 项 式 (n 二 0,1,2,…】. 邻 多 = 于 儿 开 ' 则 {psp 
…} 是 关于 权 遂 数 4z) 的 完全 标准 正 交 系 . 

这 样 ,Legendre 多 项 式 系 、Hermite 多 项 式 系 .Laguerre 多 项 
式 系 和 degbmmea 多 项 式 系 展 满足 上 述 假设 . 它们 共有 的 性 质 用 慨 
设 的 记号 表示 如 下 : 

C1) i er 因 
此 ,每 一 个 7 次 多 项 式 QQ 都 可 以 表示 为 下 ) 驴 和 ， 的 线性 组 合 ， 
: | 

Q, 一 Deg, 
C2) 任何 次 数 低 于 "= 的 多 项 式 QQ 关于 权 活 数 p 都 与 @, 正 交 ， 
慢 
(Q,®,) = [eer)Q ro, dz a 
其 中 多 项 式 Q 的 次 数 小 于 n, 这 是 因为 
(Q， 0) (Dog, 8.)— Dot, 0. 


(3) 对 于 nn 郑 1,$， (Cz) 在 开 区 间 (4,6) 内 恰 有 ” 个 不 同 的 零点 ， 
事实 上 ， 当 2 之 1， 由 于 (下 ,有 ,一 0, 即 有 
| eczymczydz=o， 
而 o(z)>0 (ze (a,8)), 则 B.(z) 在 开 区 间 (a,6) 内 至 少 要 改变 符 
导 一 次 , 即 有 零点 - 设 z1,……' ,zn 是 二 (zx) 在 (a,5) 内 的 mm 个 不 同 
的 零点 . 因 吏 (Cz) 是 次 多 项 式 , 故 和 < 扫 半 
另 一 方面 , 令 Re(z) 一 (zz 一 石 )(z 一 2 人 一). 由 于 
RC7)S B, da 则 R, C(x). 4z) 在 
i (z)B(z)dr 0. 
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由 福 质 (2), 则 得 mr 之 ,因此 7 二. 
(4) 关于 权 函 数 p(x) 的 完全 标准 正 交 系 {名 , P,P9,…) ,每 一 
个 fET2Las6] 都 可 以 展开 成 广义 Fourier 级 数 


= (6. 22) 
t==0 
或 者 
| Cy {f ,$y 
f= 2 BD (6. 23) 


证 明 完全 类 似 于 定理 6. 5 
(6) 设 村 是 实 Hilbert 空间 L2[a,6] 的 有 限 维 子 空间 , 则 每 一 
个 FE 已 [ae ,的 在 内 上 的 投影 ”都 唯一 地 存在 ,并 且 
1 下 一 一 


= 这 | eep(Aeo — sar], 
5 乏 为 了 在 上 关于 权 画 数 p(x) 的 最 佳 平方 通过 . 

当 M= Ps[a;6] 时 ,Fe Li[a,bj 在 P,[a,65] 上 关于 权 函 数 p(z) 
的 最 佳 平方 追 近 , 称 为 了 关于 权 画 数 p(z} 的 x 次 最 佳 平方 逼近 ， 
记 为 s*. 显然 ,s* 是 一 个 次 数 小 于 或 等 于 的 多 项 式 . 

由 于 {pp} 是 P,[a,6jJ 上 关于 权 函 数 ptz) 的 完全 标准 
正 奖 系 ,完全 类 似 于 § 6.2 的 讨论 ,可 得 到 如 下 结论 

每 一 个 f€ LLa,b] 在 PLa,6j] 上 关于 权 通 数 p(z) 的 4 次 最 
佳 平方 逼近 


$= Dg, 
误差 的 平方 , 
= fs =) fh 2 (外 


或 者 
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#4 1 {f,D,» 
一 之 ， (py 


" ,FB 2 
-二 人 
此 外 , 几 种 正 交 多 项 式 系 还 具有 各 自 的 一 些 特殊 的 性 质 . 

QD Legendre 多 项 式 系 {pospi'pss"…}. 它 是 关于 权 邓 数 
p(T) 二 1 的 完全 正 交 多 项 式 系 . 这 时 ,LL 一 1,1j 就 是 :和 [一 1,1]. 
Legendre 多 项 式 还 具有 如 下 性 质 ， 

(4a) 当 为 偶数 时 ,p,(z) 为 偶 函 数 ; 当 为 奇数 时 ,p, (7) 为 
奇 销 数 , 即 


& 
~ 


ei 


= |fI? 


puC-z) = C1)"p,(z) . 
(6) possi (O00, pa (1) 了 
pnt1)=1, pA(—1)=(~—1)". 
(ce) 对 于 ”之 1], 如 下 递 推 公式 成 立 : 
(nlp (rT) = (2nt+1)rp tr)—np,_ (rx) ， 
TD (THD (TI =np, (x): 
pr’ (CX)— zp (rz) 一 zp。 -1(r). 
(qd) n 阶 Legendre 多 项 式 p, 满足 如 下 Legendre 微分 方程 
(1 一 如 ?3 一 2 和 7 c++ntn+l)y=0.， 

加 Hermite 正 交 多 项 式 系 {Hu,H ,H:,…}. 它 是 关于 权 函 数 
pfz) 一 e 在 "73 一 co, 十 ce) 上 的 完全 正 交 多 项 式 系 .Hermite 多 
项 式 还 具有 如 下 性 质 : 

(za) 当 双 为 偶数 时 ,H(z) 为 偶 隧 数 ; 当 为 奇数 时 ,H, (x) 为 
奇 哆 数 ， 

(8)》 对 于 = 六 1, 如 下 递 推 公式 成 立 : 

H, Crc) 一 2zH.Cz) 一 22H iiGCz) ， 
了 (zx) 一 27H， 1.(7)—H,.,' (7), 
HE (x)=2nH,_1(x). 
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(c) 5 阶 Hermite 多 项 式 于 , 满足 如 下 Hermite 微分 方程 
一 2ry 2ny=0. 

的 Laguerre 正 交 多 项 式 系 {lv 世 Li,…). 它 号 关于 权 场 数 
PLr) =c ?在 1200, 十 22o) 上 的 完全 正 交 多 项 式 系 .Laguerre 多 项 
式 还 具有 如 下 性 质 ， 

ta》 对 于 m 衬 1, 如 下 递 推 公式 成 立 ， 

(2 十 1)1L tr) = 2nd+1 zx)L, (rnL,_,(r), 
L,' 7) = (x)—L, .1(z), 
TL (7) =nL, Cr) 一 mL (Cr) 
(5) nn 阶 Laguerre 多 项 式 [ 满足 如 下 Laguerre 微分 方程 
XYy" 二 (一 ZX)y' 二 ny 二 0. 

地 eumnee 正 交 多 项 式 系 {T,,T),T;,…). 它 是 关于 权 洱 数 
oz) 一 (1 一 zx) -在 pr ee ,1 二 的 完全 正 交 多 项 式 系 . Ue6plrmen 
多 项 式 还 具有 如 下 性 质 ， 

Ca) 当 n 为 偶数 时 ,T,(zx) 为 侦 函 数 ; 当 为 奇数 时 ,T,(z) 为 
奇 函 数 .。 . 

(5) 对 于 n 之 1,T,(z) 在 开 区 疗 ( 一 1,1) 内 的 个 不 同 的 零点 
为 


cos El1x 
8 2 9 


《cl) TA《X) 在 [一 1,1j 上 的 mn 十 1 个 点 
COS x 人 一 0,1 ,nn) 
处 轮流 取得 最 大 值 1 和 最 小 值 一 1. 
(d) 对 于 2 之 1, 如 下 递 扒 公 式 成 立 ， 
Tz) = 2xT, Cr) — Ti(r). 
(Tolx)=1, T(r)=7x.) 
Ce) n 阶 de6mnes 多 项 式 工 , 满足 如 下 deGwuics 微分 方程 
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(1 一 zy 一 并 yy/ 十 22y7 一 D 。 
注 5 每 一 个 FE ELa, 的 关于 完全 标准 正 交 系 { 多 ,中 , 员 ,…} 
都 可 以 展开 成 广义 Fourier 级 数 


( 见 (6. 22) 式 ). 上 式 右 端的 广义 Fourier 级 数 依 [a8j 的 范 数 收 
伍 , 须 注意 ， 0 
一 点 处 收敛 或 一 致 收敛 ， 若 令 


5 (x) 一 5 (f ,PIR (n=0,1,2,"), 
i=0 


则 广义 Fourier 级 数 > (7,g)9tz) 在 点 z,€ fa, 拉 是 否 收 敏 的 问 


题 ,就 是 数列 {ss(zo)} 是 否 收 敏 的 问题 :在 La, 约 上 是 次 一致 收 伍 的 
问题 ,就 是 连续 函数 列 {fsw(z)} 是 否 一 致 收 伍 的 问题 (或 者 说 ,{s,} 
依 Cfa,5j] 的 范 数 收 僵 的 问题 ( 见 5 3.1 末 的 附录 )). 下 面 的 两 个 
定理 给 出 了 关于 这 两 种 收敛 的 充分 条 件 ( 参 见 [12] 中 8$4.5 的 定 


理 11 和 定理 14 的 推论 1). 
定理 6.7 对 于 fE Ltfa 3] 和 XoE te ;bj, 记 
F(T) = f(z)— fr) 
XX 


若 {1 多， "在 Tz, 处 有 界 《 即 [i 1:,2,…) 且 
FE LsLa,6bj, 则 在 x。 处 


f(s) = PRCzo). 
定理 6.8 若 权 函数 p(x) 之 >0(zE (a,6)),fEC'[ab]， 则 
广义 Fourier 级 数 >)(/,g)9《z) 在 [av 所 上 一 致 收 伍 于 f(z), 即 
在 一 致 收敛 的 意义 下 
f(z) = (f ,GI Rr) 
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8 6.4 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 


前 面 讨论 了 在 函数 空间 [a,5j] 以 及 尹 [a, 人 中 的 谢 数 了 的 
最 佳 平 方 通 近 间 题 . 本 节 将 联系 实验 数据 处 理 提 出 的 实际 问题 ， 
对 函数 f( 一 种 要 认识 的 客观 规律 ) ,根据 这 些 数据 ,用 最 小 二 乘法 
求 了 的 近似 表示 式 ， . 
| 通常 是 从 一 组 实验 数据 (zo,yo), (zy)，…(Czroyyo) 中 ( 设 
Ti€E[ab] Gi=0,1,m)), 寻求 反映 客观 事物 变化 规律 的 函数 关 
系 y 一 A(z) 的 最 佳 近似 表示 式 ys* (z+) ,这 里 
s” € M~—span{f ,pH}, 
其 中 { 物 ,9 多 } 是 Le ,5 上 一 组 线性 无 关 的 函数 (从 而 是 W 的 
其 ),n 二 m. 由 于 
(1) 实验 数据 往往 是 由 实测 所 得 ,本 身 并 不 精确 ; 
《2) 仅 能 在 节点 处 考虑 * (zi) 与 f(z,) 的 误差 ,而 无 法 在 非 节 
点 处 考虑 它们 的 误差 ,因此 ,不 必要 求 所 求 的 函数 ys* (xz) 经 过 
每 一 点 《Ti Yi) , 仅 要 求 所 求 的 


5s" = Dn 饭 span {gH po} (6. 24) 
满足 
Cel =207 — 一 2 (z) fz))’ 


min yis(z) 一 Pa))2， (6. 25) 
:EM ;一 0 


其 中 6= (600 65) ,6 二 s* (ID) 一 f(r) (一 0 1 ,mm). 
满足 上 述 要 求 , 求 通 近 函数 的 方法 区 为 册 线 所 全 的 最 小 二 
浅 法 . 此 方法 的 几何 意义 是 明显 的 . 
在 实际 应 用 中 , 常 取 如 为 次 多 项 式 绪 二 0,1,…,n), 这 时 用 
305 


中 的 * 和 都 是 次 数 小 于 或 等 于 2 的 多 项 式 . 
最 小 二 乘法 有 如 下 更 一 般 的 提 法 : 求 近 EM 使 得 加 权 平 方 和 
误差 达到 最 小 , 即 


C8:= 262= > p(n( C7) —f C7))’ 


一 min 2vpCz)(s(zD) 一 Fr)19， (6. 26) 
a jr0 


其 中 plz) 是 [a,5] 上 的 权 阴 数 ,满足 2(z)>0 (i 二 0,1,…,m). 有 
许多 选择 权 函 数 的 方法 ,以 表示 每 -个 数据 (zx,,w,) 的 权重 . 例 
如 ,p(xi;) 可 表示 数据 (zi,y;) 在 实测 中 被 重复 得 到 的 次 数 . 
MM 中 任意 蜂 数 ;在 基 {m ,Pp，… ,名 } 下 ,可 以 表示 为 
3 一 aR 二 Ta 二" 二 9. 

.要求 5 二 0% 十 中 六 十 十 os 8 满足 (6. 26), 可 以 化 为 求 多 元 函 
数 

(mi 一 pz)L Dei8(zD 一 Fr] 


的 极 小 点 (or or sr a )。 
由 多 元 函数 极 值 存在 的 必要 条 件 
=2 PC Dope) f(s) ne,) i 


j=0 


(k=0,1,°,n). 


记 
(B"H) = 2 PTIP CTIA ， 、 
(f P= DI PT rR) ， 
i=0 
则 得 


2 pRB) (k=0,1,",n). (6. 27) 


线性 方程 组 (6. 27) 称 为 法 方程 ,其 系数 行列 式 为 
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(pt) BP 《> 
由 于 {mg;,9,…', 锡 ) 是 线性 无 关 的 ,容易 证 明 G 关 0. 所 以 线性 方程 
组 (6. 2) 有 唯一 解 
;Oo 《7 一 0， 二 ,7)， 
从 而 得 到 “= De g(X). 显然 ,5 满足 (6. 27). 


例 6.5 设 有 一 -组 实验 数据 如 下 


记 jr)=1, Cz) 二 x， W(X) 二 x?. 求 y= 了 (7z) 在 Ment 
qr:P%} 上 的 拟 合 曲线 ?一 sz) 
解 设 迪 CD) 一 ww 十 az 十 oz. 在 此 问题 中 ,mm 二 5,n 二 2,P(X) 
二 1. 由 计算 得 
‘tp, =6,， 


5 
(1) 一 ( 委 ; 千 ;二 2 z=21 
fF 、 ， 5 
(ph 1 ? 
(pp) (pn) = rl ， 
. 
(pp) = z=2275 ， 


Ss 
《ff ,pp)= 247(z) 一 ?1 4 ， 


307 


5 
《fn)= 2 fa) z= 247.2 ， 


《fp)= fx) z=1092.6 
因此 ,法 方程 为 
6oo 十 21a 十 91a: 一 71. 4 
| 21ao 十 91m 十 441a: 一 247- 2 ， 
91ao 十 441o 十 2275o 一 1092.6 
解 得 一 19. 59000,m 一 一 5. 51678,az 一 0.76607. 因 此 
sa (7)=19.59000—5.51678z+0,76607z?. 

对 于 一 组 已 知 的 数据 ,如 何 选 择 拟 合 曲线 的 形式 ,这 不 单纯 是 
数学 问题 ,往往 需要 从 所 研究 的 实际 人 问题 中 提供 的 数据 来 确定 . 可 
以 先 将 所 给 的 数据 在 坐标 平面 上 描 点 ,通过 观察 来 确定 - 在 此 例 
中 ,用 贡 物 线 (二 次 多 项 式 ) 作 为 拟 合 则 线 较 好 ， 

例 6. 56 试用 经 验 公 式 

3? 一 ae 和 (a1b 为 常数 ) 
来 拟 合 以 下 已 知 数 所 


ye CI 


解 ” 对 于 经 验 公式 y= 二 ae“ 的 两 边 取 对 数 得 

: lny= 二 Ina 二 bz. 

令 x 二 Iny,4 二 Ina, 则 得 
二 A 十 br. 

由 数据 (zy,y,) 计 算出 (Cz;,w) ,列表 如 下 
晤 这 和 区 光 区 这 放生 攻 于 玉 于 业 于 
DLT TT 
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现在 可 以 用 直线 sz) 一 4 十 sz 拟 合 上 述 数 据 ， 
解 得 
4 一 2.43685， 2 一 0.29121 . 
于 是 ,a 一 11. 437, 因此 用 最 小 二 乘法 求 得 的 经 验 公 式 为 
y=11. 437e" 29121。 

上 面 介 绍 的 曲线 拟 合 的 最 小 二 彝 法 与 前 面 讨论 过 的 函数 的 最 
佳 平方 台 近 ,虽然 形式 上 有 所 不 同 ,但 是 在 实质 上 有 很 多 类 似 之 
处 .车 (x)= 一 0,1, 司 0) ,以 {R: 吕 ，… 9) 为 基 张 成 的 子 空 
间 span{,9，… ;8} 中 求 氮 合 曲线 , 则 当 较 大 时 ,线性 方程 组 
《6.27) 的 系数 矩阵 往往 是 病态 的 . 为 了 避免 病态 的 发 生 , 应 选用 
在 点 集 {zxili 二 0,1,…,m} 上 的 正 交 多 项 式 (或 关于 权 漳 数 的 正 交 
多 项 式 ) 组 {% ,py ，…,%) 为 基 来 求 拟 合 曲线 (参见 [15]). 


习 题 六 


1. 设 4 和 .8 是 内 积 空间 的 子 集 ,证 明 ， 
(1) 若 z | A, 则 xz | A; 
(2) A = (spand). . 
2. 设 4 是 Hilbert 空间 事 的 子 空间 ,证 明 ;,A+-=C4)T, A= (41)1, 
3, 设 {ze} 是 Hilbert 空间 如 的 标准 正 交 系 ,MM 一 span {e:),TE 如 .证明 TEM 
”的 充分 必要 条 件 是 ,z 可 以 表示 为 
工 二 De 》ei。 
4. 设 {e} 是 Hilbert 空间 五 的 标准 正 交 系 . 证 明 {e;} 是 完全 标准 正 交 系 的 充 
分 必要 条 件 是 ,对 于 任意 x,yE 玉 篆 有 
ZT1y) -> (X01) (yre1), 
5. 将 下 列 丁 数 关于 et 多 项 式 系 展开 成 广义 Fourier 级 数 . 


(1) (rz)? 一 zr3， . 
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0 当 -…1<sz< ea 

《2) jx) 一 | _ 。 

1 当 as<z 扫 1 

* 在 [一 1,1J 上 , 求 函 数 f(x) = 1z[ 在 span{l,zsz4} 中 的 最 佳 平 方 通 近 . 

- 求 函 数 7(z) 一 二 在 区 间 [1,2] 上 的 二 次 最 佳 平方 通 近 sy (z) ,并 求 误差 
| 了 一 到 | 2。 

8. 利用 Legendre 多 项 式 ,在 区 间 [ 一 1,1] 上 , 求 函数 f(z) 一 sin 的 三 次 
最 佳 平方 逼 近 *(Cz), 并 计算 误 关 的 平方 (」 7 一 守 下 ?7 

9. 已 知 一 组 数据 为 


下 


分 别 用 一 次 .二 次 各 三 次 多 项 式 拟 合 以 上 数据 . 
10. 已 知 一 组 实验 数据 为 


用 二 次 多 项 式 拟 合 以 上 数据 ,并 计算 C864 3). 


附录 习题 答案 


习题 二 
17 da) di) = di(A)— (M2, 

(23 A (2 dA A 1 dA) CA++1) (a 一 2). 

(3) dM —As (A) =dy(tA)=], dd) 下 二 2X 二 3A 十 144 1 5 

(14) dad) od = dA (A 1).., 

(1) d= d=d N=, d= (A! 2 (A 2)°, 

{2) dV d= 1 dA = CAFay, di (A ra)’; (A oa):, 

{A+ ey 

(3) di (4) 1, do tA A 1 d= (At A.1, (1 1). 

(4) dad CA}=di TL, dh) = (M1 (A- -1)°. 

C1) NG 一 diag(l AAA 一 1)75 AAA 二 13 

(2) Sadiag tl ,ACA 1 0 十 122 4 二 1 Ca 十 1 

(3) SCA} = dag (AGA -TCDT 下 (一 17723 0 和 -1 


(A—1)*. 
—] ] 
. (1) 1 ; (2) z 
2 —i 
0 
1 
] 0 
1 1 
(3) 日 (4) 1 0 
1 
1 1 
1! 0 
0 0 s 
-1 0 0 
[0 -4 
(1)|0 0 3 (2) 
1 了 0 一 ?3 
0 0 lj 六 
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200 0 0 
000 0 一 4 
8.C=|0 1 0 0 12 
00 1 0 ~—13 
0 0 0 6 
一 21 16 ol 
9. g(A)= #3 “0 
19 ”一 3 | 
10，. 4) 一 如 十 aa 大 1 十 十 as 十 
A =— LA A tp, 
An 他 tn 


1 (1) md) = — 813 62) m(A)= CA—2) +1 C3) 到 (1 一 CA 一 3)3， 


0 Lv2 -LV3i 


16. CD DT 一 jarw2 i/? -i2 |， 
i ~ fe 
0 
URAU= V2 L 
z 三 
/V2 一 VS iV3 i 
(DU=IV2 A Vs wm-| | 


0 2 6 17w 3 
a ty/ 3 v2 ve | |» 
17. |z =| 3 0 2/v 6 ||»:|, 


x tw 3 lve i | ly, 
ff 二 一 2 一 Yi 十 yxy3; 不 是 正定 的 ， 


习题 四 


1 [> 辫 1e<2 人 ] 
. 0 1 COSX3 , 


—sint cost 
. -| , 小 蝇 [det4G9]=0, act 时 ao] = 
一 ost 一 sint dt dt 


ez 0 0 0 
em ze >? Ee 
(2) 2 : 


> 12e'—12e”+13te™ 一 4e: 十 te 
15 -| 


0 er 0 ， 
0 ”一 3e: 十 38z2 ef 
sin2Zt 12sint—12sin2:+13tcos2: 一 4sinF 十 4sin2 
sinttA)= | 0 sin2t 0 
0 — 3sint + 33in2¢t Sint 


17. er". 

18， 本 一 站 (le 十 9 二 4))m 一 在 (一 17eg 一 ge 十 6e-e)， 
一 贡 (l7es 一 ge 十 2e-7， | 
习题 五 

1. (1) xz 一 人 1，1，1)7 (2) x=(—1, 2, 0, 1)"™. 

2， 用 其 序 Gauss 消去 法 解 得 == (一 81. 05，72. 43，5, 547)”, 用 列 主 元 素 


Gauss 消去 法 解 得 zx=(19?, 46, 一 45.76, 5. 545)7. 
3. condA=60002, condB=235.2, condC= 4465. 
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380144 


4. (1) r= (0, 8408, —0. 2996， 0.0T44 鸡 3 Se 
(2) x=(—60, 102, —27, a 

. (1) z=(-..1, 2, 1)",(2) 
(3) z 一 (0. 1949, 0. 2205， 

8, += (0.76735，1. 13841，2. 1 

9. (1) 不 收 急 , 收 伍 ， (2) 收 和 敛 生 虹 
(3) 收敛 ,收敛 Gd4) 收 伊 ,收费 

10. 工 一 (1. 20000, 1. 40000, i. 60000, 0.80000)7., 

13, z=0. 391846907. 

14. 工 一 1. 368808108， 

15, x=(0.50000000, 0. 00000000 ， 一 0. 52359877)7, 


wri 


wt? i 


| 


pa 
5. (1) sa? 一 二 ps(z) 二 襄 pi(r)， 


(2) /一 二 (1 一 o 一 去 > [pw Ca) —p, 10) Jp.. 
6. s* (x)}—0.11718-+1. 640677* 0.82037r‘. 
7. st CT)=2.1175 -1.4589z+T0.3274r:, | fs? | =0.0043]. 
8. s; (zx)—1.55327—0,56223x:, | /—si ji :=0.0000224. 


9. sr Cr)—=0.6r, st (x)=0. 62, ss Cr) 一 Er 3 于 六 


10, s2 (x}=4d.7143— 0.6667r—0.095237’, | 8 1:—0.95238, 
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